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AVERTISSEMENT 



DU LIBRAIRE. 



’lllurtrc & fçavant Auteur de cet Ou.» 
vra^e étoit lut le point de le donner 
au Publie, lorfqu’il mourut en 1704, 
âgé de quarante-trois ans : Le Ma^ 
nuferit en étoit fans Préfacé , que ce 
feul Auteur pouvoir bic« faire: ceft pour cela qu’il 
ne s’en trouve point ici . Mais le titre doit fulfire 
auxConnoHfcurs , pour juger de ■quelle confequen- 
cc eft en Géométrie la Matière de ce Livre, La gran- 
de réputation de M. le Marquis de l’Hôpital en ce 
genre d’Etude , répond autant , ce me femble , de 
l’habileté avec laquelle cette matière eft traitée, que 
du luccés qu’on doit attendre de l’Ouvrage. C’eft ce 
qui m’a déterminé à l'imprimer tel qu’il étoit, fans 
autre loin que de faire cniorte qu’il le fût le plus 
corrcélemcnt qu’il me feroic pofliblc , en cherchant 
quelque habile Géomètre , qui voulût bien veiller 
à limprclTion. La confideration &: l’eftimc des Sça- 
vans pour l’Auteur , m’en ont fait heurculcment 
trouver deux célébrés. C’eft par leurs foins que pour 
répondre à l’empreflémcnt d’un très-grand nombre 
de Mathématiciens pour cet Ouvrage, & lut tout 
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avertissement. 

les jeunes Geometres, qui le regardoient comme de- 
vant leur faciliter l’entrée à la iublime ^alyfe des 
InfinimenP petits , je le public avec toute la confian- 
ce polTiblc , quoique dénué de la Préface que la ma- 
ladie de l’un de ces deux Geomerres , & les grandes 
occupations de l’autre , ne leur ont pas permis de 
faire/ & je me pciduadc que les Leâicurs contens 
du fond de l’Ouvrage , ne le feront pas moins de 
fon execution , tant pour la beauté du papier & du 
caraétcrc, que pour l’cxaélitûdc^ 
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TRAITÉ ANALYTIQUE 

des sections coniques, 

tt de leur ufage pour la Refolution des Equations dans les 
Prolslcmes tant déterminas qu indéterminés . 



LIVRE PREMIER. 

De la Parabole, 
Définitions. 



I. 

Y AN T placé fur un plan une Règle BC, & Fic. i. 
une équerre G DO, en forte que l’un de fes 
côtés DG Ibic couché le long de cette réglé , 
on prendra un RI F MO égal en longueur à 
l’autre côté D O de cette équerre , duquel 
l’on attachera un bouc à l’extremité O de ce 
côré DO y & l’autre bout en un point quelconque F pris fur 
ce plan du même côté de l’équerre par rapport à la réglé . 
Maintenant fi l’on fait gliffer le côté DG de l’équerre le' long 
de la réglé BC , & qu’en même temps l’on fc (èrve d’un ftilc 
M pour tenir toujours le B1 tendu, & fa partie MO toute 
jointe & comme collée contre le côté O D de l’équerre > la 
courbe AMX que le ftyle M décrit dans ce mouvement, eft 
une portion de Parabole. 

Si l’on renverfe l’équerre de l’autre côté du point fixe F , 

A 
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on décrira en la même fLçon l’autre portion AMZ de la mê- 
me Parabole*, de forte que la ligne XAZ ne fera qu’une mê- 
me courbe qu’on appelle Parabole. 

La ligne BC dans laquelle le bord inferieur de la réglé im- 
mobile BC touche le plan & le côté DG de l’équerre CDO^ 
eft appellée DirUlrice. 

î* 

Le point fixe F du plan y eft nommé le Foyer de la Para- 
bole. 

4 - 

Si Ton mene du point fixe fur la diredbrice BC une per- 
pendiculaire FE qui rencontre la parabole au point A ; la li- 
gne AF indéfiniment prolongée du côté de ^ eft appellée 
l’Axe de la parabole. 

5- 

La ligne p quadruple de AF y eft appellée Paramétré de 
Taxe . 

6 . 

Toutes les lignes comme MP menées des points de la pa- . 
rabole perpendiculairement à Taxe ,, font appellées Ordonnée i 
à l’axe. 

T- 

Toutes les lignes comme MO menées des points de la para;- 
bole parallèlement à l’axe , en font les Diamètres .. 

8 . 

Une ligne droite qui ne rencontre la parabole qu’en urr 
point , & qui étant continuée de part & d’autre n’encre point 
dedans y mais tombe au dehors ,, eft appellée Tangente en ce 
point. 

Corollaire I. 

Jl fuit de la définition de la Parabole > que fi l’on tire par un 
de fes points quelconques M au foyer F une ligne droite MF y 
& fur la direàricc BG une perpendiculaire MD ^ les droites 
MF, MD y feront toujours égales entre elles. Car fi l’on re- 
tranche du côté OD de l’équerre & du fil OMF qui * lui eft 
égal y la partie commune OM, il eft vifible que les parties 
icftantesMZ)» MF y feront toujours %aies entre elles. 
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CoRaLLAiRE II. 

Z. T^e LA il efl évidenr , que fi l’on mené une ligne droite 
quelconque KK parallèle à la dircélrlce BC , & que dun 
point quelconque M de la parabole, on tire fur cetre ligne 
la perpendiculaire MK , & au foyer la droite MF > la diffé- 
rence ou la fomme K D des deux droites MF ^ MK , fera 
toujours la même : fçavoir la différence lorfque le point M 
tombe au deflbus de KK , & la fomme Jorfqu’il tombe au 
deffus . 

Corollaire III. 

3. Jl eft évident que FE eft divifée en deux parties égales par 
la parabole au point A Car fuppofant que le point M tom- 
be au point A, la ligne MF tombe fur AF, & la ligne MO 
fur AE, qui feront par conlêquent égales entre elles; puifque • i. 
MF eff toujours * égale à MD , en quelque endroit de la 
parabole que tombe le point M, 

Corollaire IV. 

4D E L A on voit comment on peut décrire une parabole 
XAZ , l’axe AP dont le point A eft l’origine étant donné , 
avec fon paramétré p . Car ayant pris fur Taxe AP de part 
& d’autre du point A les panies AF , AE égales chacune 
au quart de fon paramétré p , & mené par le point E la per- 
pendiculaire indéfinie BC fur FE i fi l'on couche le bord iu- 
ferieur d’une réglé fur cette ligne BC qui fert de diredrice , 

& que par le moyen d’une équerre ODG^ & d’un fil FMO 
égal au côté OD, & attaché par l’un de les bouts au foyer 
F , &c par l’autre bout à l’extrcmité O de ce même côté , 
l’on décrive une Parabole XAZ comme l’on a enfoigné dans 
la définition première , il eft vifible qu’elle fera celle qu’on 
demande. 

Il n’eft pas moins vifible que plus le côté OD de l’équerre 
& le fil OMF (qui * lui doit être égal ) fera long, plusaufli • D:f. t. 
la portion de la parabole qu’on décrira fera grande ; de forte 
qu’on la peut augmenter autant que l’on voudra, en augmen- 
tant également le côté OD de l’équerre & le fil OMF. 

» * \ 

A ij 
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Corollaire V. 

5- Si quelconque M de la Parabole l’on mène une 

ordonnée MP à l’axe, & au foyer F la droite MF i il cft 
clair que cette ligne MF = A P A F f puifque MF = 
.yîrt. i. MD = AP AE y Si. que * AF — AE. 






\ i* i 71 » * 



PROPOSITION I. 

--,2 Théorème. 

E quarri dune ordonnée quelcomiue M P J taxe AP , e/f 
^ ^p*V\Q. i. égal au reti angle du paramétré p, par la partie IKP de t axt 
2 ' » pYiJe entre fon origine A & la rencontre P de l'ordonnée. 

ciU y h Il faut prouver que lAP =pxAP. 

Ayant nommé la donnée AF, m. Si les indéterminées AP , 



- y/ • 



■')Tj 4 >q itaj Art. J. ; Pl^ > 7 ; on aura MF = Si PF = x — m 

ru*" . - '.ou m — X, félon que le point p fe trouve au deflbus ou au 
/rv't* t‘^ > du foyer F . Or le triangle rcdlangle MPF donne en 

’ xA? ) = MP' (77) 

tire 4W JT =77- 



■> *■- i. V'»^,^^un & l’autre cas MF ( mm imx •+• xx 
^ .A, / ^ PP (mm — 2ffJAT^ xx) > d'où l’on ti 

^oy t^£ 7 > r Donc puifque félon la j® définition p = 4”* » °o aura aulfi 
'< ^ yy = px. Ce qu’il fallait démontrer . 

^*i!{T^l:.î^^ÿr^*tlOROLLAIRE PREMIER ET FONDAMENTAL. 

J^L efi donc évident que fi l’on nomme p le paramétré de 
^ ^ Fl 6. H. l'axe AP ; chacune de fes parties AP , x \ Si chacune de les 
ordonnées corrcfpondantes PM , 7; on aura toujours 77 ==p^- 
Or comme cette propriété convient à tous les points de la pa- 
rabole, Si en détermine la pofition par rapport à fon axe AP'y 
il s’enfuit que l'équation 77 =. p.x exprime parfaitement la na- 
ture de la parabole par rapport à fon axe . 

Corollaire II. 

8. Si rnenedeux ordonnées quelconques MP , l’axe 

Fio. II. AP, leurs quarrés feront entr’eux comme les parties AP Si 
A^deV&xe y prifes entre fon orioinc /I Ik les rencontres P & 

• Art. 6. 7 . S.^de ces mêmes ordonnées . Car * PM . :: p n AP . p 

X Afl\-. AP.A^ 
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Corollaire lll. 

9* Si l’on mené par un point quelconque P de laxe AP une 
parallèle MPM à fts ordonnées} elle rencontrera la parabo- 
le en deux points M 6c. M également éloignés de part & 
d’autre du point P, & non en davantage . Car afin que les 
points M 6c M foient à la parabole, il faut * que les quar- 
rés de chaque PM (y) prife de part & d’autre du point P , 
foient égaux chacun au même reélanglc px . 

Corollaire IV. 

lO* Jl fuit de ce que ^ yy = px , que plus AP (x) eft gran- 
de , plus auflî l’ordonnée PM {y) prife de part & d’autre de 
Taxe ^ P augmente, 6c cela à l’infini} & qu’au contraire 
plus AP (x) diminué , plus auffi l’ordonnée PM (y) devient 
petite: de forte que AP étant nulle ou zéro , chaque 
P AI (y) prife de part & d’autre de l’axe AP devient aufii 
nulle} c’eft-àdire que le point P tombant en A , les deux 
points de rencontre M & AT fe réunifient en ce point. D’où 
il eft clair. 

1 ®. Qiie fi l’on mene par l’origine .^4 de l’axe une ligne Z.L 
parallèle à fes ordonnées, elle fera tangente en A, 

i*. Que la Parabole s’éloigne de part & d'autre de plus 
en plus à l’infini de fon axe AP à commencer par fon origi- 
ne 4i & qu’ainfi toute parallèle comme LM à l’axe AP , ne 
rencontre la Parabole qu’en un feul point M, & parte au de- 
dans, puifque fa diftancc de l’axe demeure partout la même. 

Corollaire V. 

1 I • Si ‘l’u” point quelconque M de la Parabole l’on tire une pa- 
rallèle ML à l’axe AP t laquelle rencontre enL la parallèle 
AL à fes ordonnées; il eft clair en menant l’ordonnée MP, que 
AL = PM (y)f6c que ML = AP (x) — , puifque * 

px — yy. D'où il fuit que les droites ML ( -^ ) , ML ( ~ ) 
prifes de part 6c d’autre de l’axe AP font égales entr’elles , 
Icrfque les points L font également éloignés du point A ; 
& partant que fi une ligne quelconque MM terminée par la 
parabole eft coupée en deux parties égales par l’axe en P , el- 
le fera parallèle à la ligne LL, c’eft à dire îju’elle feraordon- 



Art. 7. 



Art. 7. 



Art. 7: 
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rée de part & d’autre à l’axe , Car ayant mené les parallèles 
ML, ML à l’axe AP ^ il dl évident que LL /cra divjfée par 
le milieu en A , pudque M M l’efl: en P . Les droites M L , 
ML, feront dore égales entr’clles comme on vient de le prou- 
verj & par conlequent la ligne MM fera parallèle à LL . 

Corollaire VI. 

1 Jl fuit de ce que toutes les perpendiculaires MPM à l’axe 

* ^rt.ç). terminées de part «5c d’autre p«r la parabole , font * 

coupées par le milieu en P \ que Taxe divife la parabole en 
deux portions entièrement égales & fcmblablemcnt pofées de 
part & d’autre. Car fi le plan fur lequel elle dl tracée, éroic 
plié le long de Taxe enforte que les deux parties fc joignit 
fent, il dt vifiblc que les deux portions de la parabole tom- 
beroient exadtement l’une fur l’autre. 

P ROPOSIT I ON IL 

Theorême. 

.5. J/ l’ou mtne par l'origtne A de P axe A P une ligne droite 

Fie III. (]tielconque AM dans tun ou l'autre dei angles PAL, PAL, 
faits far l'axe AP (ÿ par la ligne L L parallèle â [es ordon- 
nées ; je dss quelle ira rencontrer la parabole M A M en un 
autre point M , 

Ayant pris fur AL de part ou d’autre du point A la par- 
tie A(j égale au paramétré/) de l’axe, & tire GF parallèle 
à l’axe AP , & qui rencontre la ligne (prolongée s’il cfl: 
necdlaire) au point F\ on prendra fur la ligne AL du même 
côté où tombe la ligne AM par rapprt à l’axe AP, la pr- 
tie AL égale CF; ôc ayant tiié LM parallèle à l’axe , je dis 
. que le point M où cette ligne rencontre la droite AM, fer» 
à la prabtdc AI AM. 

Car menant AlP parallèle a AL, les triangles femblables 
FGA, APM, donnèrent FGo\x AL ou PM. CA:: AP. PM. 

* Art.7. £r partant P Al = GA (p) x AP. La ligne PM fer» donc * 

une ordonnée à l’axe AP . Ce qu'il falloir démontrer. 

Corollaire I. 

.4D E-LA on voit comment l’axe AP d’une parabole MAM 
étant uonné avec fon paramètre f , & ayant mené par l’origi- 
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ne A de Taxe dans l’un ou l’autre des angles PAL , PAL , 
faits par l’axe ^P & par la ligne LL parallèle à fes ordonnées, 
une ligne droite quelconque AM-, on voit , dis-je, ce qu’il faut 
faire pour trouver fur cette ligne le point M où elle rencontre 
la parabole MAM. 

Corollaire IL 

* f • Jl eft évident * qu’il n’y a que la ligne LAL parallèle aux 
- ordonnées à l’axe AP ^ qui puifle être tangente de la parabo- 
le MAM au point A origine de l’axe > puiiqu’il n’y a que cet- 
te feule ligne qui paUànt par le point A , & étant continuée 
de part & d’autre , ne rencontre la parabole en aucun autre 
point, & o’entre pas dedans . 

D E' F I N I T I O N s. 



Si Ton mène par un point quelconque M de la parabole un fic.iv. & r. 
diamètre M O , une ordonnée MP i Taxe AP , 6c une ligne 
droite MT qui coupe fur Taxe A P prolongé au delà de fon 
origine A , la partie AT égale à AP ; toutes les lignes droites, 
comme 2tfO, menées des points de la parabole parallement à 
MT , & terminées par le diamètre MO , font appcllécs Or- 
iionnéef à ce diamètre. 

lO. 

Si l’on prend la ligne q troifiéme proportionnelle à AT, MT^ 
cette ligne q fera, nommée le Paramétré d\x diamètre MO. 

Corollaire I. 

16. St ^* 0 ^ n omme l’indéterminée AP ou AT y x\ \\ ed clair 
que MT =1 qx y puifque AT {x)_. MT :: MT. q. 

Corollaire IL 

1 7. Caulê du triangle reélangle MPTy le quatre MT * {qx) 

= PT ( /prx ) MP * (px )i d’où en divifanc par x y * Art.7. 

l’on tire q = qx 

C’efl à dire que le paramétré q d’un diamètre quelconque 
MOy furpalTe le paramétré^ de l’axe du quadruple de AP (x). 
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Corollaire III. 

I S. l'on tire du point M au foyer F la droite MF , on aura 
* ^t. {. 2^ip # _ ^ y{p^ Or félon la définition 5*. le paramètre 

de l’axe étant p = 4 AF , le paramétré du diamètre MO fc- 
• 17. ra * f = 4 AP 4 AF. Donc le paramétré f d’un diamè- 

tre quelconque MO , vaut quatre fois la ligne MF tirée de fon 
origine M au foyer F . 

PROPOSITION llV ' 



Théorème . 

1 9. (juarré d'une ordonnée tiuelconque ON au diamètre MO,! 
Fio. IV.V. fji igal ait reéîangle du paramétré q , par la partie MO de ce 
diamètre , prife entre fon origine M 6T /4 remontre O de l or- 
donnée . 

Il faut prouver que ON = q x MO. 

Ayant mené l’ordonnée iV^à l’axe AP , laquelle rencontre 
le diamètre MO au point R, & tiré OH parallèle à MP ^ on 
nommera les données AP o\x AT , x ; PM nu RQjP i & 1 ®* 
indctermii-écs OR ou Hj^, a ; MO ou PH, i ; les triangles 
fêmblables T P M , O RN , donneront cette proportion T P 
(ix) PM (y) ::OR(a). RN =: Cela pofo. 

Puifque(/?^ 4 ) N(^~RX(y) — FA? ( f». 

(^) — &.Aj^==AH(x-^h)—HX('^)r 

lorfque le point JV tombe du côté de l’axe AP par rapport au 
diamètre MO ; & qu’au contraire j.) RQJ.J) ^ 

RH & Aj^ixrz AH ( Af -4- I -4- H^(a) , lorfqu il 

tombe du cô:é oppofé : on aura j^AZ .=yy ^ * 5 c 

Aj^=: b^a, fçavoir — dans le premier cas , & 

* ^rt.S. dans le fécond. Of^AP(x). A^(x-^ h^a) ::PM 
() 7 ) • Sl^' — 77 ’^ ~x' ~ir '' formera donc en compa- 

rant enfcmble ces deux valeurs de , l’égalité^ ^ 
:^z=yy mo- ^ ^ 5 d’oîi en effaçant de part & d’autre 

jjr Hh ^ , divifant par;^, & multipliant par ^xx , l’on tire. 

ta OR l'an) = abx . Mais les triangles fêmblables MPT % 
^ • NRO, 
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NROf donnent P r (4^^?). OR (^bx)::MT '^{qx). ON. * Urt.is. 
=. bq = qin MO {b). Ce qu'il falloit , ùfc. 

Corollaire General. 

Jl eft vifible que ce qu’on a démontré dans la propofition 
première par rapport à l'axe AP ^ à fes ordonnées PAf, & à 
Ibn paramétré p , s’étend par le moyen de cette dernicre pro- 
pofition à un diamètre quelconque MO, à fcs ordonnées OAT, 

& à fi>n paramétré q . Or comme les articles , 7 > 8 , ^ , 10 , 

II, la, 13, i4&i5fe tirent de la première propofition , 

& fubfiftent également, (bit que les angles APM foient droits, 
ou bien qu’ils ne le foient pas ; il s’enfuit que fi l’on imagine 
dans ces articles que la ligne AP ^ au lieu d’être l’axe, foit un 
diamètre quelconque, qui ait pour ordonnées les droites PM, 

& pour paramétré la ligne ils feront encore vrais 
dans cette fuppofition ; car leur démonfiration demeurera la 
même, & il ne faut pour s’en convaincre entièrement , que 
les relire en mettant partout où fe trouve le mot d’axe , ce- 
lui de diamètre. 

CorollaireII. 

1 1. ^^OMME les articles 10 & 15 fubfiftent avec la même for- Fig.iv. & v. 
ce, lorlque la ligne AP au lieu d’être l’axe, eft un diamètre 
quelconque, tel que MO; il s’enfuit que la ligne MT paral- 
lèle aux ordonnées 07 V à ce diamètre , eft tangente en M, 

& qu’il nV a que cette feule ligne qui puiflè toucher la pa- 
rabole en ce point. 

D’où l’on voit que d’un point donné fur une parabole , on 
ne peut mener qu’une feule tangente . 

\ 

Corollaire III. 

«D E LA il eft évident félon la définition 9. que fi l’on mè- 
ne par un point quelconque M d’une parabole, une ordonnée 
MP à l’axe AP, & une ligne droite MT qui coupe fur l’axe 
prolot-gé du côté de fon origine A, la partie AT égale à AP^ 
cette ligne MT fera tangente en M. Et réciproquement que 
fi la ligne TM eft tangente en M, & qu’on mene l’ordonnée 
MP à l’axe; les parties AT^ AP^ de l’axe feront égales en- 



\ 
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Corollaire IV. 

3 * 5 i l’on imagine dans les définitions 9 & lo, & dans la der- 
nière propofition, que la ligne AP au lieu detre l’axe , foit 
un diamètre quelconque , qui ait pour ordonnées les droites 
Fie, VI. propfition fera encore vraye, 

puifqu’cllc fe démontrera de la même maniéré qu’aupara- 
vanc, comme il efi évident par la feule inipeftion de la fig. 6, 
où les triangles femblables donnent les memes proportiona 
que dans le cas de l’axe. 

D’où il fuit 1° . Que le Corollaire précèdent doit encore 
avoir lieu, lorfque la ligne AP au lieu d’être Taxe , efi un 
diamètre quelconque, a*. Que le diamètre MO peut être 
l’axe dans cetté fuppofition; Ôc qu’ainfi on peut regarder faxd 
comme un diamètre qui lait avec fes ordonnées des anglei 
droits. 

PROPOSITION IV. 

Theorême. 

14. par un point quelconque M cTune parabole , T on mené une 
Fie. VII. ordonnée MP à l'axe ^ & une perpendiculaire MG à la tan- 
gente MT qui pajfe par le point M ; je dis que la partie PG 
de l'axe fera toupun égale à la mo'ttié de Jon paramétré p‘. 

Il faut prouver que PG = -îp. 

Car à caufe des angles droits TPM ^ T MG , on aura 'Tf 
(ix). PM (y) :: PM (y) PG = — ip , en mettant à 

Urt.y. pj^jce de yy là valeur ^ px. 

PROPOSITION V. 

Thcorcmc. 

1 y . par utt point quelconque M d uhe patdbole , /* on ment au 
joyer p \a droite jMF, nn diamètre MO ^ urte tangente^ 
IMS} les angles FMT, OMS, faits par la tangente 
d'un (ôté avec la droite MF, dl" de l'autte atec le diamètre 
, Mo > feront égaux entr eut . 

Car menant l’axe ylP qui rencontre en T la tangente TM.S < 

* ^t. 11. & l’ordonnée MP à l’axe , od aura * Tyl OfAF ou TF = 

* ^rt. î. AP rr» AF ou * MF . Le triangle T FM fera donc ilbccUe $ 
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& par confcquent l’angle /’T' M , ou font égal OMS » fera 
égal à l’angle F MT, Ce qu'il falioit démontrer. 

Corollaire. 

E-LA il cft clair que la tangente T MS prolongée indéfini- 
ment de part & d’autre du point touchant M , laiffe la para- 
bole toute enticre du côté de fon foyer F . Et comme cela ar- 
rive toujours en quelque endroit de la parabole que tombe le ^ 

point touchant Al , il s’enfuit que cette ligne courbe eft conca> 
ve dans toute fon étendue autour de fon foyer F. 

PROPOSITION VI. 

Problème. 

zj. Un diamètre AP avec la tangente L A L qui pajfe par foa Fie. viir, & 
, origime & fon paramétré étant donnée ; trouver un diame- 
^ tre RQjjui faffe de part ou d autre avec fes ordonnées y un an- 
gle égal à t angle donné K , fon origine 3, & fon paramétré. 

Ayant mené par l’origine A du diamètre donné la ligne AE 
qui ûfle avec ce diamètre départ ou d’autre, l’angle PAE 
égal à l’angle donné K, & trouvé * fiir cette ligne (prolongée & 

de l’autre côté de A lorfqu’elle ne tombe point dans l’un ou 
l’autre des angles PAL, PAL ) le point M où elle rencontre 
la parabole, on mènera par le point du milieu ^de la ligne 
AM, une parallèle QD au diamètre AP, qui rencontre la tan- 
gente AL au point D, vSc on divilêra par le milieu en B. 

Je dis que la ligne fi^efl le diamètre qu’on cherche , qu’il a 
pour origine le point B, & pour paramétré une troifiéme pro- 
portionnelle à B^lj & $lA . 

Car I*. La ligne AM étant divifée en deux parties «gales 
au point par le diamètre elle fera ordonnée * de part *.ytrt.it. &■ 
& d’autre à ce diamètre; & comme les lignes B^ AP font 
parallèles cntr’elles, l’angle BJ^A que fiir le diamètre Bravée 
fon ordonnée j^A fera égal à 1 angle P AM égal à l’angle donné 
JC ou (on com^ment à deux droits. a“. Le point-du milieu B 
de la ligne fera l’origine * de ce diamètre , puifoue AQJ'-Art.tt. &, 
en eft une ordonnée. 3 ". Le paramètre du diamètre B^eft * ig 
la troifiéme proportionnelle à Bj^, pA. 

Lorl^e l'angle donnée K n’cft pas droit , il eft clair qu'on vm. 

B ij 
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peut mener de part & d’autre du diamètre AP deux differen- 
tes lignes AE qui faffènt avec ce diamecre des angles égaux à 
l’angle donné K ; & qu’ainfi on pourra toujours avoir deux fo- 
lutions differentes , en obfervant que fi l’une des deux lignes 
AE tomboit fur la tangente AL , le diamètre donné AP fatis- 
feroit lui-même à la queftion . Mais lorfque cet angle K cft 
Fic.ix. droit, comme l’on ne peut mener qu’une feule ligne ^ qui 
fafle avec le diamètre AP un angle droit , il s’enfuit qu’on ne 
peut avoir alors qu’une folutionj & qu’ainfi * le diamètre 
cherché fera l’axe . 

lleft à remarquer que les deux diamètres qui 

y IC. X. fatisfont au Problème lorfque l’angle donné K n’cft pas droit , 
font femblablcment pofés de part & d’autre de l’axe AP , & 
que leurs paramétrés font égaux; ce qui fe voit par la conffruc- 
tion meme, en fuppofant que le diamètre donné AP foit Taxe, 
& en menant deux differentes lignes AE, AE de part & d’au- 
tre. Car les triangles rcélangles ALM, ALM, & ADQ^ ADJ^ 
étant vifiblement égaux ÔC femblables entr’eux , les lignes 
AD, ADi Dj^, leurs moitiés & lesordon- 

* Art. ip. nées feront égales cntr’clles & par confçquent 

les paramétrés le feront auffi . 

Corollaire. 

Jl eft donc évident, i“. qu’il n’y a qu’un feul diamètre qui 
faflè avec fes ordonnées des angles droits ; & qu’ainfi il ne peut 
y avoir qu’un feul axe . a*. Qu’on peut toujours trouver deux 
diffèrens diamètres , qui faflent avec leurs ordonnées des angles 
égaux à un angle donné , lorfque cet angle n’eft pas droit ; que 
ces deux diamètres feront femblablcment pofés de part & 
d’autre de l’axe , & qu’ils auront des paramètres égaux. 

PROPOSITION VII. 

^ ’ Problème . 

i 9. Un diamètre étant donné aroee la tangente qu! fafje par [on 
origine , & [on paramétré ; décrire la parabole par un mouve- 
ment continu. 

PREMIERE Manie' RE. 

Si le diamecre donné étoit l’axe, on ladécriroit félon lar- 
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tide 4* } mais lorfqu’il ne 1 cft pas , foit MO le diamètre don- 
né , & rjVî 5 la tangente qui pafle par fon origine M. Cela 
pofé. 

On prendra fur le diamètre MO prolongé au de-là de fon 
origine My la partie MD égale au quart de fon paramétré; &: 
on tirera une perpeadiculairc indéfinie DE à MD . On mènera 
MF qui fafle avec la tangente T MS un angle F MT égal à 
l’angle OMS ; & ayant pris MF égale à MD , on décrira fé- 
lon la définition première, une parabole qui ait pour diredlri- 
ce la ligne DE > & pour foyer le point F . Je dis qu’elle lcra 
celle qu’on demande. 

Car , I*. La ligne MO étant perpendiculaire à la dircélrice 
DE y feri^^arallele à l’axe > & par confequent un diamètre fe- 
fon la définition 7* . 2'. La ligne T MS Icra * tangente en M. 
3*. Le paramétré du diamètre MO fera * quadru^c de MF. , 

Seconde M a n i e' r e , 

Soit AP le diamètre donné , & LAL la tangente qui pafle 
par fon origine A. Cela pofo. 

Ayant pris fur le diamètre AP prolongé au de-là dé fdn ori- 
gine A la partie AG égale à fon paramétré, & mené ufte droi- 
te indéfinie DGD qui faflTe avec AG l’angle AGD égal à l’an- 
gle CAL pris du même côté; on fera mouvoir une ligne droi- 
te indéfinie DM le long de GD toujours paralleienaent à AG , 
en entraînant par fon extrémité D le côté DA de l’angle DAM 
égal à l’angle GAL, & mobile par fon fommet autour du point 
fixe A . Je dis que l’interfcdtion continuelle M de la ligne DM 
& du côté AM, décrira dans ce mouvement la parabole qu’on 
demande. * ? 

Car menant AfP parallèle à AL, les lignes MP» GD feront 
égales entr’elles, puifque l’angle APM'oix GAL étant égal à 
I angle AGD y elles feront également inclinées entre les paral- 
lèles GP, DM. Or les triangles AGD, MP A font fembla- 
bles : car l’angle Af P A ou G A L efl égal à l’angle AGD ; & 
l’angle P Af A ou MA Z, égal à l’angle G AD, puifque retran- 
chant des angles égaux GAL , DAM y le même angle DAL, 
les reftes doivent être égaux. On aura donc AG . GD ou PM 

:: PM . AP , & partant GA x AP = PM ; d’où il clair que 
PM cfl * une ordonnée au diamètre A P qui a pour origine 



Fie. XI. 



* Art. 18. 
Fie. XII. 



*Art.i^ tir 
21. 
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le peint A , pour tangente la ligne LAL > & pour paramétré 
la ligne AG. Ce iju H fallait, &c. 

Fic.xni. Si le diamètre AP étoit l’axe , alors les lignes GD , AL ^ 
fcroient parallèles, & la démonftration deviendroit plus fad- 
le ; car l’on voit tout d’un coup que GO eft égale a PM, & 
que les triangles reétanglcs A GD, MP A font femblables ; 
d’où il fuit AG . GD ou PM\i PM . AP . Donc AG K AP 
— ~Pm \ &c. 

PROPOSITION VIII. 

Problème. 

30 ^_J‘n diamètre AP étant donné avec fom paramétré, & la tam- 
gente AL <jui paffe par l'origine A de ce diamètre ; trouver au- 
tant de different points que P on voudra de la parabole , ou (fr 
qui ejï la meme choft ) la décrire par plufieurt points . 

PREMIERE MANIE' RE. 

F1C.XIV. Ayant pris fur le diamètre AP prolongé au de-là de foa 
origine A, U partie AG égale à fon paramètre , divifé A G 
en deux parties égales au point D , & mené une ligne droi- 
te indéfinie AP perpendiculaire à AG ; on décrira d’un point 
C pris partout où l’on voudra fur DA prolongée indéfiniment 
du côté de A, comme centre, & du rayon CG, un arc de 
cercle i*Fqui coupera le diamètre AP & fi perpendiculaire 
AF en deux points P, P. On mènera par le point P une 
parallèle AfPAT à la tangente AL, fur laquelle on prendra de 
part & d'autre les parties PM, PM, égales chacune à AF, 
On trouvera de la même maniéré autant de couple de points 
M que l’on voudra; par lefqucls on fera paffer une ligne cour- 
be JVf/IAf qui fera la parabole qu'on demande. 

Car tous les arcs PF paffant pr le même point G, & ayant 
leurs centres fur la ligne prolongée, s’il eft ncceflkire dis 
côté de A , auront pour diamètres les lignes GP ; ^onfe- 

quent la propriété de ces cercles donnera toujours AP =GAx, 

* WP- AP. Mais chaque PMcR * égale à fa correfpondante AF , & 
de plus parallèle à la tangente AL qui pffe par l’origine du 
• Art.iÿ. Cr diamètre AP i elle fera doue * ordoHttéc à ce diamcüc . C'eft 
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pourquoi la Parabole qu’on denf>andô ^ doit paffcr paf tous Iw 
points M, trouvés comme l’ûn vient d’cnfei^r. 

Il cft rifible qu’on peut fc tromper en traçant les parties de 
la parabole , qui joignent les pohiis trouvés j mais on tôit en 
même temps que l'erreur ne peut être fenfible , lorftjue cês 
points font fort près les uns des autres» Ceux qui ont befoin 
de décrire fouvent des Setbons Coniques , préferétit ordinairs- 
menc cette méthode , de les décrire par plufieurs points; par- 
ce que les lïiachines dont oo fe lêrc pouf ks décrire par un 
mouvement continu , étant compofc'cs , font fouVtfnl fautives , 

& peu exaéles dans U pratique. 

Seconde M a n i e' r e. 

Ayant mené par un point quelconque L de la tangente AL, fic. xv. 
une parallèle indéfinie LE au diamètre .<4 Pi on prendra fur 
cette ligne & fur le diamètre AP prolongé au de-Ià de fon nri- 
g\neA, les parties LÊ , EE, EE, &c.AF, EF, FF, &c. 
toutes égales cntr’elles, & de telle grandeur qu’on voudra. On 
marquera fur LE, le point M, en forte que LM foit troifié- 
me proportionnelle au paramètre donné du diamètre AP , ôc 
à la partie AL delà tangente . On tirera enfin des points A , 

M, les lignes , AE, AE, &c iWP, MF, MF, &C} Je 
dis que les points d’inrerfeélion N, N, N, &c. de chaque AE , 
avec la corrcfpondante Af P, feront tous à la parabole qu’on 
demande. 

Car menant j»r le point marqué M, & par l’un des points 
trouvez Aî , les lignes MP, parallèles à la tangente AL, 

& nommant .(4P, x-, PM ou AL, y; A^, «; les 

triangles fcmblables N£IA, ALE , & MP F , N^^F , don- 
ncront ces deux proportions ^ {x.)- SIA (u) :: AL (y). LE 
ou AF = & MP (y). PF ou PA -+■ AF ( « -t- :: 

■^SlS ^ j . D’où en multipliant 
les Extrêmes & les Moyens, l’on forme l'égalité ny ^ = 

K:^-^uy; & effaçant de part & d’autre uy, & multipliant par 
il vient uy y = , qui fe réduit à cette proportion AP(x) '. 

AX(u):\ MP\yy)NSi (u)- Or par la conftruéèion , le 
quarré de AL ou de PM, eff égal au reftanglc de la partie AP 
du diamètre donré, par fon paramétré. Cette ligne PM fera 
donc * une ordonnée au diamètre AP, & par confequent QAf -Art.iÿ. & 
~ ' ir- 
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Livre Premier; 

. & en fera * une autre . Ainfi le point N (cru l’un des points de la 
parabole qui tombent d’un côté du diamètre A P : pour les 
avoir de l’autre , il n’y a qu’à prendre fur les droites indé^- 
nies LE , AF, les parties égales LE, EE, &c. AF, FF , &k 
de l’autre côté des points L, A. 

Si au lieu du paramétré du diamètre AP que l’on fuppofe 
ici donné, l’on avoit un des points M de la paraboles ce qu't 
arrive fouvent : il n’y aurdt qu’à mener par ce point , une 
parallèle indéfinie LE, au diamètre AP , & achever le refie 
comme cy-deflus. 




LIVRE 
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livre second 

. De tEllipfe. 

D E' F I N I T I O N s. 



I. 

Y A N T attaché fur un plan les deux bouts Ftc. xvi. 
d'un fil FMff en deux points F, /, dont la 
diftance Ff foit moindre que la longueur du 
fil , on fe fervira d'un Aile Af , pour tenir ce 
fil toujours tendu ; & condui/ant-ce Aile au- 
tour de ces deux points , en forte qu’il re- 
vienne au même point d’où i! étoit parti : ce Aile déenra 
dans ce mouvement, une ligne courbe , qui fora nommée 
Eilipfe. 

t. 

Les deux points fixes F , fiant nommés les deux Foj/erf. 

3 * 

La ligne Ad , qui paAe par les deux Foyers F , /, & qui 
eA terminée de part & d’autre par l’ElHpfc, eA appcllée le • 
prcm 'nr ou le grand Axe . 

4 * 

Le point C , qui divilc par le milieu le premlr Axe Aa , 
cA nommé le Cmtre de l’Ellipfe. 

5 * 

La ligne £b, menée par le Centre C, perpendiculairement 
au premier Axe Aa, & terminée de part & d’autre par l'El- 
lipfe, cA appcllée le fécond ou le petit Axe. 

C 
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6 . 

Les deux Axes Aa , £b , font appeliez enfemble , Co»ju. 
gués : de forte que le premier Axe Aa^ eft dit conjugué au 
fécond Bb ; & rcciproqucmcut le fécond Bh , conjugué au 
premier Aa. 

7 - 

Les lignes MF . MK , mencés des points AT de rEllîpfe 
parallèlement à l'un des Axes, & terminées par l’autre, font 
apocHées Ordonnées à cet autre Axe;- ainfi AfP eft Ordonnée 
à lAxc Aa, & MK à l’Axe Bb . 

8 . • 

La troifiéme proportionnelle aux'deux Axes , eft appelle'e 
Paramétré de celui qui eft le premier terne de la propor- 
tion- Ainfi fi l’on fait comme le premier Axe Aa, eft au fé- 
cond Axe Bb^ de même le fécond Bb, à une troifiéme pro- 
portionnelle P ; cette ligne p fera le Paramétré du premier 
Ax*. 

9 - 

Tootea les lignes droites qui paflènt par le centre C, & qui 
fiant terminées de part & d’autre par l’Èllipfe, (ont appellées 
DiametHs. 

Une ligne droite qui ne rencontre l'EIUpfe qu’ea un fbul 
fxânt , & qui étant continuée de part & d’autre , n’entre 
point dedans, mais tombe au dehors, eft appeliée Tangtnti 
en ce point. 

R E M A R Q__U E. 

3 t • S* conçoit que les deux foyers -F » / , & le centre C fo 
fie. XVII- xeuniftenc en un iêul point > il eft vifiblc que l’Ellipfo fe 
changera alors en un Cercle qui aura pour rayon la droite 
CM, égale à la moitié de la corde CMC , attachée par ces 
deux bwts au point C, qui en fera le centre. On pourra donc 
confiderer un cercle comme une efpece particulière d’ElIipfe, 
dans laquelle la diftance des foyers eft nulle; de forte que 
tout ce qu’on démontrera dans la fuite de l’Ellipfo , telle que 
puifie être la diftance de ces deux foyers , fe peut aufti appli- 
quer au cercle , en fuppofont que cette diftance devienne 
nulle. 
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Corollaire I. 

■3 1 ^ fuît îa définition première, que fi l’on mène d'un point xvl 

quelconque M de l’Ellipfe , aux deux foyers P , f y les droi- 
tes MP ^ Mf\ leur fbmme fera toujoun la même. 

Corollaire II. 

3 3* J_|OR SQU E le point M tombe en A y il eft vifible que MP 
devient AF y & que Mf devient Af : de même lorfque le 
point M tombe en a , il eft encore vifible que MF devient 
aF , & que Mf devient af. On aura donc AF - 4 - Af ^ ou 
O.AF Ff =. aP ^ itf y ou taf -^fP ; & partant AP = 
tf/. Dbù il fuit: 

I*. Qiie la fomme des deux droites MF y Mf, eft toujoun 
égale au premier axe Aa , puifquc Mf-¥- MF ~Af^ AP 
= Af-^fa. 

1 *. Que la diftance Ff des foyers, eft divifee en deux par- 
ties égales pr Je centre C , puifquc CA — ^fou CF == 

Ca — af ou Cf. 

Corollaire III. 

3 4* Si de l’cxtrernité B du fécond axe Bb, l’on mène aux deux 
foyers F, f, les droites BP^ Bf\ il eft clair que les triangles 
rectangles BCF, BCfy feront égaux 5 & qu’ainfi l’hypothenu- 
fe BF , eft égal à 1 autre hypothenufe Bfi & pr confequent 
BFy ou Bf s=: C/1 on Ca , pi'ifque * BF Bf=z Aa. On • Art-a. 
prouve de même que Fi ou if = CA ou Ca. D’où l’on voit : 

i’. Que le fécond axe Bi, eft divifé en deux parties égales 
par le centre C } car les triangles reCtangles FCB , FCi feront 
égaux, puifqu’ilsontdcshypothenufcségalcs fi, & le 
cô é FC commun. 

2 * Qiie le fécond axe Bi, eft toujours moindre que le pre- 
mier Aa; puifquc fit moitié BC étant l’un des côtez du trian- 
gle reétanglc BCF, fera moindre que fbo hypthenufe BF, qui 
eft égale à la mcitié CA du pemier axe Aa. 

3* Qy® li l’on décrit de l'une des extremitez B du prit ou 
fécond axe Bi comnre centre, & du rayon BF égal à CA , 
moitié du premier ou grand axe Aa , un cercle , il coupra ce 
grand axe en deux pints F, f, qui feront les deux foyers de 
'l’ElJipfc. 

C ij 
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Corollaire IV. 

3 5 ' I_i^s mêmes chofcs étant pofées , fi l’on nomme CA ou ÙF, 
t i CF y m\ le triangle rcftangle £Cf, donnera £C =u — ; 

mm. Or AF = t — ct, ôc Fa = t m, ôc partant AF x 
Fa — tt — «77». D’où il eft évident que le quarté de la moi- 
tié CB du petit axe Bl>, eft égal au redbngle de AF par Fa 
parties du grand axe Aa, prife entre l’un des foyers F, & fes 
deux extrémités a. 

C.OROLLAIRE V. 

3<î.Il fera facile à prefent de décrire une Elliplë dont les deux 

34- axes Aa , Bb , font donnez. Car ayant trouvé * fur le premier 
on grand axe Aa, les foyers Fy f on attachera dans ces points , 
les extrémités d’un fil FMfy dont la longueur égalera celle de 
cet axeî & ayant décrit par le moyen de ce fil , une Ellipfe 
comme l’on a enfeigrré dans la définition première , il efi évi- 
dent qu’elle fera celle qu’on demande. 

PROPOSITION I. 



Théorème. 

l'on ment t ordonnée MP au premier ou grand axe Aa , cSt 
F16.XVI. idon prenne fur cet axe la partie AD égale à MF; }e dis 
jue CA . CF :: CP . CD. 

Ayant nommé, comme auparavant > les données CAy t\ 
CF y m; & de plus les indetermnités CP, x; PM, y; & Fin- 
connuë CD, il peut arriver deux difiêrens cas. 

Premier cas . Lorlque le point P tombe au defius du centre 
C . Comme PF eft toujours moindre que Pf\ il s’enfuit que 
MF ou AD fera moindre que ou aD ; c’eft pourquoi AD 
ou MF = t — aD ou Mf= t FP = 771 — at ou 
x — m ( félon que le point P tombe au deftbus ou au deftus 
du foyer Pf= at . Or les triangles reékanglcs MPF, 
MPf, donnent tt — it:^ -t- =-jy ™ w — 2 mx^ xx, 

Satt^ itz - 4 - TX =>J' “*■ tnm xmx xx . Donc fi l’on 
retranche par ordre chaque membre de la première égalité de 
ceux de la fcconde , on aura 4?^ — \rnx ; d’où l’eu tire CD 
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Second cas . Lorfquc le point P tombe au dcflbus du centre 
C , comme PF eft toujours plus grande que i>/, il s’enfuit que 
MF ou AD y fera plus grande que Mfou aD ; c’eft pourquoi 
AD ou MF = r aD ou Mf — t — PF =: x m, 
Pf -z=.x — woui» — X (félon que le point P tombe au det 
fous ou au deffus du foyer/). Or les triangles rectangles MPF, 
MPf, donnent tt =77 - 4 - ra ra imx xx , 

& rf — mm — zmx’^ XX. Donc fi l’on 

retranche par ordre chaque membre de la fécondé égalité de 
ceux de la première, on aura 4/* = ^mx ; d’oîi l’on tire en- 
core CD C ^ ^ . Par confequent en l’un & l’autre cas , on 

aura CA(t). CF (m) r.CP (x) . CD (tQ . Ce qu ilfaUoit </é- 
motttrer. 



Corollaire. 

3 8. ‘lonc évident que fi l’on nomme les données CA ou Ca, 
ti CF ou Cf y m-y & l’indéterminée CP , x'y on aura toujours 
MF = t — - & Mf= t y lorfquc le point P tom- 

be au defius du centre C : & qu’au contraire on aura MF = 
t y Si. Mf— t — ^y lorfqu’il tombe au deflbus . 



PROPOSITION II. 



Thcorcmc . 



39. / jB quarté à' une ordonnée quelconque MP à taxe Ai , e(l 
au reii angle de AP par Pa, parties de cet axe y comme le quar- 
té de Jon conjugué Bb , efl au quarré de t axe Ai. 

l/faut prouver que V M. . AP x Pa u B b\ A a . 

Les mêmes chofes étant pofees que dans l’article precedeoC, 
fi l’on met dans 1 égalité tt ^ = 77 mm jÿ* 

imx XX que l’on a trouvée * par le moyen du triangle *Art-i 7 . 
rcétanglc MPF y à la place de ^ fa valeur ~ , on formera 
toujours celle-o ttjy = t* — ttxx — mmtt -4- mmxx y la- 
quelle étant réduite à une proportion > donne P M (yy) . 

.^ X Pa (tt — XX) :: Bc' ^ (tt ^ mm). CT (t/) S Tb[ 



Aa . Ce qu'il faïloit y Ùe. / , ^ 

U I iLKA s •SJ-<hrdj! 1.1 

g «» J "i aat la. ^'.î. ■' *'■ av. .f y • 

'a.'yUHc -V -k-h v 
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Livre Second. 



Corollaire I. 

40. §1 l’on mené une ordonnée MK à l’auîre axe Bb , lecjuel j ap- 
pelle 2f, il eft^ir que AfJf = CP (ar), & que CK" = P 3 f 

• (j). Or * PM* (//} • AP xPa (tt — xx) :: Bè' i^c }. 

Aa £t partant 4ffarx = 4«/r — “ qui don- 

ne cette proportion M -K (xx), BK % Kb (c( — yy) \: Aa 
(4//). B b (4«; . 

C’eft à dire que le quarre d’une ordonnée quelconque MK à 
Taxe Bbf e(l au rcftangle de BK par Kb parties de cet axe , 
cortirtie le quarré de fon conjugué Aa, eft au quarre de Taxe 
Bb. 

Corollaire Fondamental. 

4 ï* Si l’o'i nomme l’un ou l’autre axe Aa, 2ti fon conjugué 
xix*'^*** fon paramétré P ; chacune de les ordonnées P^lf » cha- 
■ cune de fc» parties CP prifes entre le centre « 5 c les rencontres 

• ,4rt. }5>. jdes ordonnées , «• i on aura * toujours PM (jy). AP x Pa 

' 7 *^(tt —^xx)-.i Bb (4fc). Aa (^tt)v.p, Aa(it). Puifque 
^ félon la définition du Paramétré, Aa (2/). Bb (ic) :: Bb (zc). 
t 1" ^ ^ • Obù en multipliant d’abord les extrêmes & les 

'^-moyens de la proportion /y . tt — <■ xx :: ^c. 4// , & enfuite 
- > ’* de l’autre .tt — xx :: p . zt . L’on tire yy=cc — ^ , & 
.. == ^pt . Or comme cette propriété convient égale- 

j ^’^''n»cnt à tous les points de l’EIlipfe, & qu’elle en détermine U 
'pofitîon par rapport aux deux axes conjugués il s’en- 

fuit que réquation jry =xcc — ~, tax yy = ^t —,'Tt , ex- 
prime parfaitement la nature de l'£llipfe par rapport à fes 
axes. 

Corollaire III. 

42- l'oQ mene deux ordonnées quelconques ^P , Nil ^ 

Aa\ leurs quartés feront entr’eux comme les m^ngles AP x 
'7^ PA AÇ , des prtics de cet axe , faites par la rencon- 

,, tte de ces rtilmes ordonnéesi car B b .Aa :: M P . AP x 

. — PA :: . A^n ^a. Et partant P ;;alPxPa. 

A5 X 
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r • • 

CoroluaireIV, 

43* S> l’on mené par un point quelconque P de l’un des axes con- 
jugué Aa , une parallèle MM à l’autre axe Bb > elle rencon- 
trera l’EIliple en deux points ;if y Af, également éloigné de 
parc & d'autre du point P, & non en davantage, Qir afin 
que les points Af , foieot à l’Ellipre, il fitut * que les 
quarrés de PM (i) prilê de parc & d’autre de l’axe Aa^ lôieoc 
égaux chacun à u même quantité cc — ^ . 

Corollaire V. 

44* Xl de cè que = te , que plus CP (x) prife 
de part & d’autre du centre C augmente plus chaque ordonnée 
PM (y ) prife de part & d’autre de l’un ou de l’autre axe Ma , 
diminue ; de Ibrte que CP (x) étant égale à CM oaCa (c) , 
chaque PM (y) devient alors nulle ou zéro : & qu’au contrai- 
re plus CP (x) devient petite , plui aufli chaque ordonnée 
PM (y) prife de part & d’autre de l’axe Ma augmente ; de for- 
te que CP ( x) devenant zéro , chaque PM (y ) , qui eft alors 
CBoaCb (c), fera la plus grande des ordonnées. D’oh il eft 
dair. 

1 *. Qw fi l’on mené par les extrémité P , b, de Tun des 
axes conjugués, des parallèles à l’autre ; elles feront tangentes 
en ces points . 

1 *. Que l’Ellipfe s'éloigne de part & d'autre de plus en plus 
de l’un ou de l'autre axe 'Aa^ en commençant par l’extremi. 
té Ai jiifqu’à ce qu’elle rencontre fon conjugué Bb ; après quoi 
elle va toujours en s’approchant du même axe Aa , jufqu’à ce 
qu’elle le rencontre en fon autre extrémité a. 

Corollaire VI. 

4 J- Il fuit encore de ce que "^yy =t= « — que fi l’on prend 
les points P, P, également éloignés de part & d’autre du cen- 
tre C; les ordonnées PM, PM, feront égales. D'où il eft évi- 
dent que fi une ligne quelconque MM, terminée par l’Elli- 
pfe, eft coupée en deux également par l’un des axes conju- 
gués Bb en un point K autre que le centre ; elle fera parallèle 
a l’autre Aa . Car menant les parallèles MP , MP , à l’axe Bb, 
la ligne PP fera divifée par le milieu en C, puifque MM l’efti 






*v 4 rf. 41. 



* Mrt. 4t. 
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en ; & partant les ordonnées PM , PM feront égales . La 
droite MM feu donc parallèle à l'axe Aa . 

Corollaire VIL 

4<î* S* conçoit que le plan fur lequel rEllipfe eft tracée, foit 
plié le long d un des axes S6 , en forte que les deux parties fc 
joignent ; il eft clair que les deux demi-Ellipfes SAi , Bai , 
tomberont exadlement l’une fur l’autre > fçavoir , les points A, 
My &c. fur a, M, &c. puifque ♦ toutes les perpendiculaires 
Aa y MM, &c. à cet axe , font coupées par le milieu aux 
points C , K f Sec. D’où il eft vifible que rEllipfe eft coupée 
par les deux axes en quatre portions parfoitement égales ôc 
uniformes, qui ne diâècent entr’elles que par leur fituadon. 

PROPOSITION IIL 
Théorème. 

47- J} /’•« me/ie par T une det extrémités A de Tstn des axes Aa , 
fine ligne droite quelconque AM dans l'un des angles aAL , 
aAL , faites par cet axe , & par la ligne L AL parallèle à 
foj» coigvgué Bb ; je dis quelle rencontrera t Ellipfe en un au- 
tre point M . 

fie. XX, Ayant pris fur AL de part ou d’autre du point A , la partie 
AG égale au paramétré p de l’axe Aa , Sc tire GF parallèle à 
cet axe, & qui rencontre la ligne AM ( prolongée , s’il eft nc- 
cetTaire ) au point F , on prendra fur la ligne AL du même 
côré où tombe la ligne AM par rapport à l’axe Aa , la partie 
AL égale à FG, & ayant tiré par l’autre extrémité a de l’axe 
Aa la droite aL ; je dis que le point M où elle coupe la ligne 
AM, eft à l’Ellipfe MAM. 

Car menant MP parallèle à AL , & nommant les connues 
Aa, at \ AG , P î GF an AL , a -, Se. les inconnues CP, 
PMt ys les triangles femblabIes./i[GP, MP A, 6c LAa , 
MPa, donneront AC ( p). GF (a) s: MP (y). AP (t ^x) ^ 
-f-. Et AL (a). Aa( 2 t) ::PM(y). aP (t x) — . 

Et par confequent on aura toujours AP x Pa {tt — xx) 

foit que le point P tombe au deffus ou au deftbus du 
tentre C; d’où l’on ùre jy = jpt — ^ . La ligne PM fora 

donc 
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donc * une ordonnée à l’axe Aa; & partant le point M fera *^rr.4^. 
à rEllipfe MAM. Ce qu'il faUoit démontrer. 

Corollaire I. 

48 • LA on voit comment un axe Aa d’une Ellipfe MAM 

étant donné avec fon paramètre & ayant mené par l’une 
des extrémités A de cet axe , une ligne droite quelconque 
AM dans l’un ou l’autre des angles a AL , a AL y fait par cet 
axe , & par la ligne LAL parallèle à fon conjugué Bb \ on 
voit, dis-je, ce qu’il faut faire pour trouver fur cette ligne le 
point M où elle rencontre l’Ellipfe MAM. 

Corollaire II. 

49 - I L eft évident qu’il n’y a que la ligne LAL parallèle à l’axe 
Bb, qui puidé être tangente de l’Ellipfe MAM au point A , 
l’une des extrémités de fon conjugué Aai puifqu’il n’y a que 
cette feule ligne, qui paffant par le point A , ôc étant con- 
tinuée de part & d’autre , ne le rencontre en aucun point , 

& n’entre pas dedans. 

PROPOSITION IV. 

Theorême. 

/O* y * OUS les diamètres comme MCm, font coupés en deux éga- Fic.XX. 
lement par le centre C , & ils ne rencontrent l'Blliple qu’en 
deux points M, m. 

Ayant mené l’ordonnée MB y & pris Cp égale à CP, fi l’on 
mene la perpendiculaire pm terminée en m par la droite MCm\ 
il eft évident que les triangles CPM , Cpm font femblablcs & 
égaux , & qu’ainfi CM dt égale à Cm, ôc Pm ^ pm . Or 
comme * les ordonnées qui font également éloignées de part 
& d’autre du centre C, font égales entr’ellcs, & que PM e(A. 
une ordonnée, il s’enfuit que pm fera auffi une ordonnée} & 
par confequent que le point iw eft à l’EIlipfê. 

De plus il eft vifible que fi l’on imagine une parallèle à 
l’axe Bh y qui fe meuve de C vers A ; la partie de cette pa- 
rallèle renfermée dans l’angle ACM, ira toujours en augmen- ‘ 
tant à mefure que CP croît, & qu’au contraire la partie de 

D 
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cette parallèle renfermée entre le quart d’Ellipfe AMh Sc 
*^r/.44. J axe CA , c’eft à dire, l’ordonncc PM * ira toujours en di- 
minuant i d’oîi il fuit que la ligne droite CM, qui pafle par 
le centre, ne rencontre l’Ellipfe qu’en un point M du même 
côté de Taxe) & il en ell de même pour le point m pris de 
l’autre côté. Donc &c. 

De'tini tions. 



1 1 . 

Fic.xxr.xxii. Si l’on mène par un point quelconque M de l’Ellipfe , un 
diamètre MCm, une ordonnée MP à l’un ou l'autre axe Aa', 
& une ligne droite MT , en forte que CT foit troifiéme pro. 
portionnelle à CP, CAi le diamètre i'C/ parallèle à yWT , cft 
appelle DUmetre conjugué au diamètre Mm ; Et réciproque- 
ment le diamètre Mm eü dit conjugué au diamètre Si : de for- 
te que les deux enfemblc font appelles Diamètres conjugués. 

I2. 

Toutes les lignes droites menées des points de l’Ellipfe pa- 
rallèlement à l’un de ces deux diamètres , & terminées par 
l’autre, font appellées Ordonnées à cet autre. Ainfi NO paral- 
lèle au diamètre Ss^ e(l Ordonnée à fon conjugué Mm . 

13 * 

La troifiéme proportionnelle à deux diamètres conjugués , 
eft appellée Paramétré du premier de la proportion . Ainfi la 
troifiéme proportionnelle à Mm, Ss, eft ap^léc Paramétré 
du diamètre Mm, 

Corollaire. 

^ ^ ‘ Sï nomme la donnée CA , f ; & les indéterminées CP , 
* ; PT ; / > il eft clair , félon la définition il* que CT (x •*•! ) 
= & qu’ainfi ix = tt — xxz=. AP x Pa . 

PROPOSITION V. 

Théorème. 

5 l'on mene par les extrémités M, S, de deux diamètres con- 

jugués Mm, Ss, deux ordonnées MP, SK, d un axe Aa: je 
dis que la partie CK de cet axe , prife entre le centre & la 



Di;“— ' Googk 



Del’ Ellipse. lÿ 

rtnconire de Fune du ordonnée t SK, efl moyenne proportionnel- 
le entre Us deux parties AP, Pa, faites par la rencontre de 
r autre ordonnée MP. 

■ Il faut prouver que CK = AP x Pa. 



Ayant nommé les connuês Cyî , t\ CP, x; PT, s; & l’in- 
connuë CK, m ; on aura AP x Pa = tt — xx = * sx , ôc * jirt. ^r. 
AK X Ka -=tt — mm ■==. sx xx — mm en mettant pour 
tt fa valeur xx sx . Cela pofé , la propriété de rEllipfe * • 

donnera AP x Pa (sx) . AK x Ka (sx xx — > mm)'.: PM 

K s' TP (ss) . CK (mm), à caufe des triangles femblablcs., \ 741, 
TPMy CKS. D’où l'on tire en multipliant les extrêmes & les 
moyens, & en tranfpofant à l’ordinaire, CK (mm) — ' 



■2, V ^ 

TiA % 



= SX = AP X Pa. Ce qu'il fallolt démontrer. 



Corollaire. 

5 3. P ü isqu E Ck‘ = tt — XX , il s’enfuit que — CK 

ou AK X Ka — XX . Ox * CA (tt) . C B (ce):: AK x Ka * Art. 4,1. 
(xx ). lie = Et C^‘ ( tt ). C£* (cc) :: AP X Pa (tt—xx) 

PM -xxicc — ~ . De plus à caufe des triangles reétangles 
CPM, CKS , on aura le quarré C Af ou CP ^PM -=2 xx-^ 
cc — J & le quarré C S ou CK K J =■ tt — xx •‘r» 

. Donc CM C S = tt cc. 

C’efl à dire que la fbmme des quartés de deux diamètres 
conjugués quelconques Mm , 5/ i eft égale à la fomme des 
quartés des deux axes Aa, Bb. 



PROPOSITION VL 



Theorême. 

54 . J..j^ quarré d'une ordonnée quelconque au diamètre Mm, 
eft au reFi angle de MO x Oin fait des parties de ce diamètre', 
comme le quarré de fon conjugué Ss, ef au quarré du meme 
diamètre Mm . 

Jl faut prouver que O N . MO x Om S s .Mm . 

Ayant mené les parallèles N.Q , OH, à l’axe , & la pa- 

D ij 
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ralleJe oR à Ton conjugue Aa , qui rencontre au point R lor* 
lionnée NQ^ prolongée , s’il eft necenàire} on nommera les don- 
nées CP, at; P3f, y\ CA, t\ PT , /» & les indéterminées 
//^ou OR , a , CH, h; ik on aura à caufe des triangles fem- 
blablesCP^f, CHO, Sc MPT , NRO , ces deux proportions 
CP{x). PM(y)::CH(b). HOaa EtTP(i). 

PM(y):: OR(a). RN = ^. CeU^(c. 

Puisque (figii.) N£^e(i toujours la différence de R^(-j^)i 
RN (-V-) » & la fomme de CH (b) , {a) , lorfque 

Je point N tombe entre les pdnts M, 5 , ou m, s ; & qu’au 
contraire (/g 22.) eft toujours la fomme de R^ , RN, 
& C^ la différence de CH, HÇ, lorfque le point N tombe 

par tout ailleurs : on aura — ~ ^ ^ , & 

= aa^ lah -+- W; fçavoir — -4- xab dans le 

premier cas, & au contraire & — iah dans le fécond 

*y.n. cas. Or AP x Pa (tt — xx) x ou CA* — C^* 

p’ ■ 

£n comparant enfemble ces deux valeurs du quané àe N 
on formera l’égalité -t- -♦--îîü: — 

dans laquelle e/ïàçant d’une part le terme ^ ülii. jjg i’au- 
* A,t. 51 , tre le terme ^ qui lui eft égale, puifque * sx~tt — xx^ 

& divifant par »y , il vient -t- — - == J I- . ’ L r ’''’ , 

r y J J XX t» tt^xx • 

Si Ion multiplie par xx, & qu’on tranfjx)/ê bb , on trouve- 

atxK ttxx ~anxx — Utt « i • f i 

ra - 77 - ou — z= J & multipnant le premier 

membre par ssxx , & le fécond par le quarré de tt — • xx va- 
leur de ;*• (ce qui fe fait en multipliant fimplement le numé- 
rateur par tt — xx) on aura aax^ = t*xx — aattxx — bbt* 
— ^ aax* -t- bbttxx > d’où en cftâfant de part & d’au- 

tre tranfpofant aattxx, & divifant par rr;e;e , l’on tire- 
ra ou OR* (aa) — tt — xX •*- bb — 

Maintenant fi l'on nomme le demi diamètre Cjff ou Cw, 
on aura à caufé des triangles femblables CPM , CHO , cette 
proportion CP ( AT). CM (t^) CH{ h) . C 0 = 4-. Et par- 
tant MO xOm=xx — Or les triangles femblables OÆA?, 

CKS, donnent <m TcS :: 'Ôk* (tt -xx-^bb — . clc 

^ y.:, n. (tt — xx) s: MO x Om ( - ) CM (s,0- Puifip’cn 
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multipliant les extrêmes & les moyens , on trouve le m ême 
produit. Donc OAZ . MO X Om CS . CM :: S s . Mm . Ce 
qu'il fallait f &c. 

Corollaire general. 

SS' Il cft vifible que ce qu’on a démontré dans la Propofition 
féconde par rapport aux deux axes Aa , Bb , s'étend par le 
• moyen de cette Propofition à deux diamètres conjugués quel- 
conques Mm , Ss. Or comme les articles 40, 41 , 42 , 43 , 
44, 45 , 47, 4J & 4f , fe tirent de la fécondé Propofition , 
& fubfiftent également foit que l’angle AC B foit droit ou 
qu'il ne le foit pas, il s’enfuit que fi l’on fuppole dans ces ar- 
ticles , que les lignes Aa , Bh , au lieu d’être les deux axes 
Ibient deux diamètres conjugués quelconques, ils feront enco- 
re vrais dans cette fuppofition : car leur démonfirarion de- 
meurera toujours la même > & il ne faut pour s’en convain- 
cre entièrement, que les relire en mettant par tout où fc trou- 
ve le mot d’Axe celui de Diamètre, 

Corollaire II. ' 

^6. (^OMME les articles 44 &4p, fubfifient avec la même 
fnree, lorlque les lignes Aa, Bb, au lieu d’être les deux axes, 
font deux diamètres conjugués quelconques , tels que Mm , 
Ss, il s’enfuit que la ligne MT menée par le point M Tune 
des extrémités d’un diamitre quelconque Mm^ parallèlement 
à fbn diamètre conjugués Ss, eft tangente en M , àc qu’il n’y 
a que cette feule ligne qui puifTe toucher rEllipfe en ce point. 

D’où l’on voit que d’un point donné fur une Ellipfc, on ne 
peut mener qu’une feule tangente. 

Corollaire III. 

57 - X^e-la il eft évident, félon la définition ii*, que fi l’on 
mene par un point quelconque M d’une Ellipfe , une or ion- 
née MP à l’un ou l’autre axe Aa , & qu’ayant prs CT du 
côté du point P, troifiéme proportionnelle à CP, CA, on ri- 
re la droite MT ; cette ligne MT fera tang nte en M. Et 
réciproquement , que fi la ligne MT efi tangente en M , Sc 
qu’on mené l’ordonnée JliP à l’un ou l’autre hkc Aa, les par- 



*Art. JO. 



Fis. XXIU. 
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tics CP, CA , CT de cct axe, feront en proportion geomctri- 
c]uc continue . 

Corollaire IV. 

^ imagine dans les définitions ii , ii & 13 , & dans 

les deux dernieres Propofitions, que les lignes Aa, Bb , au 
l.cu d’être les deux axes, foient deux diamètres conjugués 
quelconques > on verra que ces Propofitions feront encore 
vraies , puifqu elles Ce démontreront de la même maniéré 
qu’au paravant : comme il eft évident par l’inlprélion de la fi- 
gure 2 i , où les triangles femblablcs donnent les mêmes pro- 
portions que dans le cas des axes. 

D’où il fuit I*. Que le Corollaire précèdent doit encore 
avoir lieu , lorfque la ligne Aa , au lieu d’être un axe , eft 
un diamètre quelconque. 2“. Que les diamètres conjugués 
Mm, Ss , peuvent être les deux axes dans cette fuppofition;^ 
& qu’ainfi on peut regarder les deux axes comme deux dia- 
mètres conjugués, qui font entr’eux des angles droits. 

PROPOSITION VIL 
Thcorcmc- 

T 9 ,^1 par U» point qucîcon<fue cT une Ellipfe qui a pour centre U 
. XXIV. point C, l'on tire une ordonnée MP à l'un des axet, Aa , & 
une perpendiculaire MG à la tangente MT qui pajje par le 
point M : je dis que CP fera toujours â PG en raijo» donnée, 
de t-axe An à fon paramétré . 

Cir nommant le demi-axe CA ou Ca , f ; & les indeter- 
^rt. S7- minées CP, x; PM, y; on aura * CT = & partant PT* 

= ~ - . Or les triangles redlangles femblablcs T PM » 
MPC > donnent TP PM (y) :: PM(y). PGr=. 

Ton tire cette proportion CP (x). PC 
AP n Pa C tt — xx) . PM (yy) . Puifqu’en multipliant les 
extrêmes & les moyens y on forme le mêm e pro duit xyy . 
Mais le reélanglc AP x Pa, cft * au quarré PM , comme 
Taxe Aa eH à fon paramètre. Donc &c. 
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PROPOSITION VIII. ' , 

Thcorêmc . 

6 o.^l ton mette pMr un point quelcon^ne M d'une Ellipje , une Fie. xxv. 
tangente TMS , & aux deux foyers F , f , les droites M F , 

Mf, je dis que les angles FMT, fMS , faits far ces lignes de 
part & daiitre avec la tangente TMS, font égaux entr eux . 

Car ayant mené les perpendiculaires FD ,fd, fur cette tan- 
-gente ; le premier axe Aa qui la rencontre en T, & l’ordonnée 
MP à cet axe, & nommé les données CA ouCa , t \ CF ou 
C/, n>i & rindéterminéc CP , x ; on aura MF * (/ — *^rt. jS. 

Mf(t ^ :: TF, ou CT * {^) ^CF {m) Tf ou CT (^) j7. 

•rfCf{m). Puifqu"en multipliant les extrêmes & les moyens, 
on trouve le même produit. Or les triangles femblables T FU, 

Tfd, donnent TF . Tf FD . fd . L’hypothenufe MF du 
triangle redlangle MDF, fera donc à l'hypothenufe Mf du 
triangle redlangle Mdf, comme le côté DF cfl au côté df-, & 
par confequent ces deux triangles feront femblables. Les an- 
gles FiVD, fMd, ou FMT , fMS, qui font oppofés aux cô- 
tés homologues DF , df, feront donc égaux entr’eux . Ce 
qu’il fallait démontrer. 

Corollaire. s 

E-LA il eft ctident que la tangente TMS étant prolongée 
indéfînimenc de part & d’autre du point touchant M , lailTe 
l'EIlipfe toute entière du côté de lès deux foyers F , /. Or 
comme cela arrive toujours en quelque endroit de l’ElIipTe que 
tombe le point M , il s’enfuie qu’elle fera concave dans toute 
fon étendue autour de lès deux foyers, & par confeqiienC aulTt 
autour de fon centre . 

PROPOSITION IX. 

Thcorêmc. 

(, 2,, ton mene par Pune des extrémités hdun diamètre Az une Fie. xxvi. 
parallèle D AE à fon conjugué Bb , laquelle rencontre deux au- 
très diamètres conjugués quelconques Mm, S_s, aux points D , 
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Ei je dii que le re^angle de DA far AE , e^ égal du quairi 
de la moitié CB du diamètre Bb . 

Jl faut prouver que DA x AE = CB . 

Ayant mc.ié par les extrémités S, des diamètres conju- 
gués Mm , Si , les ordonnées MP ^ SK , au diamètre Aa,oa 
nommera les données CA , t s CB , c \ & les indéterminées 
fl. CPfM; PM, y i & on aura * CK = AP x PA — tt — xxi 
*^Tt. î 4 . & par confequent AK x Ka ou CA — CK = xx . Or * 
BC'jee ). C^tt ) :: MP (yy) . AP x P^u Oc' = . 
Et CA (tt). Cb‘ (cc) AK x Ka (xx) . KS' = Donc 
en extrayant les racines quarrées , l'on tire CK = 6c. KS 

= “ . Mais les triangles femblables ÇPM, CAD, & CüTJ, 
CAE, donnent CP (jr). PM (y):: CA(t). Et 

CK(-^.KS(-^)v.CA(t). AE = ^. UoacDAxAE 
c= rr = BC . Ce qu’il fallait démontrer . 

PROPOSITION X. 

Problème . 

g, J) EUX diamètres conjugués Aa , Bb , d’une ElUpfe étant 
Fie XXVII donnés avec une ligne droite MCm qui paffe par le centre C ; 

marquer fur cette ligne les points M, m, o« elle rencontre PEU 
lipfe. 

Ayant mené par l'une des extrémités A du diamètre Aa , 
une parallèle indéfinie AD , à Ton conj'ugué Bb, laquelle ren- 
contre la ligne CM donnée de pofition au point D\ on tirera par 
le point A perpendiculairement fur ^ D » la ligne AO égale à 
CB, & par les points O, D, la ligne OD. On décrira du rayon 
OA un cercle qui coupera la ligne OD en deux points N , n, 
par oii l’on tirera des parallèles N M, nm, à la ligne OC qui 
joint les centres de rEllipfc & du cercle . Je dis que les points 
M , m, où elles rencontrent la ligne CD, feront à rEllipfe, & 
détermineront par confequent les extrémités du diamètre MCm 
donné de pofition. 

Car menant les parallèles MP , Pipl , à AD , qui rencon- 
trent les lignes CA , OA, aux points P , .g; les triangles fèm- 

blables 
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blablcs CDO , MDN , & CnA , CMP , & ODA , ON^ , 
donneront C^. CP:: CD. CM::OD. ONv.OA. O^. cctl 
à dire, CA. CP :: Oy4. O^. Et partant li l’on mène la droi- 
te Pii , elle fera parallèle à OC ; & par confcqiient auffi à MN. 
fuppofée parallèle à OC. Ainfi les parallèles iVfP, NQ ^ , feront 
égales entr’elles . Cela pofé , fi l’on nomme les données C A , 
f) CP ou AO ou ONf c\ & les indéterminées CP, x\ PM 
ou NSlt y> on aura CA {t). CP (x) :: OA(c). = ~. 

Et à caufe du triangle O^N redlangle en le quarré AiQ ou 

p7f’ (y/) = ON (ce) — O^' C-ïir)‘ La ligne PM fera donc 
* une ordonnée au diamètre Aa i & par confequent le point * 

M appartiendra à l’Ellipfe qui a pour diamètres conjugués les 
droites Aa , Bb. Mais à caufe des parallèles NM, OC , nm , 
la ligne M»* eft divifée en deux également par le centre C ; 
puifque par la propriété du cercle, Nn l’eft au point O. Donc 
le point m appartiendra * auflfi à la même Ellipfc. * 

Si les diamètres conjugués Aa, Bb, étoient les deux axes , 
les parallèles CO, fc confondroient alors avec les lignes 
CA , AO , qui n’en feroient qu’une feule ; ce qui rendroit la 
conllruâion & la démonflracion un peu plus faciles. 

PROPOSITION XI. 

Problème. 

. J) EUX diamètres conjugués Aa , Bb , cTune Ellipfc itant F 1 C.XXVII. 
donnés ; en trouver les detsx axes Mro, Ss : dr démontrer qu'il 
ny en peut avoir que deux . 

Ayant mené par l’une des extrémités A du diamètre Aa , 
une parallèle DE à fon conjugué Bb , on tirera AO perpendi- 
culaire à D£ de égale à C P. Ayant joint OC, on mènera par 
fon point de milieu F la ligne FG qui la coupe à angles droits, 

& qui rencontre au point G la ligne DE, fur laquelle on pren. 
dra de part & d’autre du point G les parties GD , GE, égales 
chacune à GO ou GC . Tirant enhn les droites CD , CE 5 je dit 
que les deux axes Mm, Ss, font Ctués fur ces droites. 

Car les deux axes pouvant être regardés * comme deux • An. çS. 
diamètres conjugués , qui font entr’eux un angle droit , ils ren- 
contreront la ligne DE en des points D, E, tels que le cercle 
décrit de ce diamètre padera par les deux points C, O, puif- 
^ ■ E 
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* art. Cl. que le reflangle ïiA x AE étant égal * auquarré de AO, l'an- 

gic DOE fera droit, aufli-bicn que l’angle DCE . Or il cil évi- 
dent que c’cll précifement ce que l’on vient de faire par le 
moyen de cette conftruélion ; puilîjuc les lignes GO , GC , GE , 
CD étant Toutes égales entr’ellcs , font les rayons d’un même 
cercle. Mais comme il ne peut y avoir fur la ligne DE que 
deux points D, E , qui fatisfafîent en meme temps à ces deux 
conditions; fçavoir, que l’angle DCE \5c Fanglc DO£ foient 
chacun droit ; il s’enfuit que les diamètres conjugués Mm , St , 
qui font entr’eux un angle droit, feront les mêmes que les 
axes i & qu'il n’y en peut avoir que deux . 

Maintenant pour en déterminer la grandeur, il n’y a qu’à 
tirer les droites OD , OE i & par les points N , R , ob elles 
rencontrent le cercle qui a pour rayon OA , mener les paralle- 

* art. Cl. NM, RS . Car il cft évident * que les points M , S , oîi 

elles rencontrent les droites CD, CE , appartiendront à l’Ellip- 
fe qui a pour diamettes conjugues les lignes Aa, Bi> & qu’ainG 
ils fêroot les extrémités de fes axes. 

Corollaire. 

l’on propofoit de trouver deux diamètres conjugués Mm , 
Ss , qui fiffent entr’eux un angle MCS égal à un angle donné , 
deux autres diamètres conjugués Ad, B b, étant donnés . 11 
efl vifible que la quelHon fe reduiroic à trouver fur la ligne DE 
donnée de polîtion > deux points D\E, tels que menant aux 
deux points O, C , donnés hors cette ligne , les droites DO , 
OE, CD , CE, l’angle DoE fut droit , & l’angle DCE égal 
à l'angle donné. Mais comme la folution de ce Problème ell 
alTcz difficile, on l’a renvoyée dans le lO^ Livre , & on a Cuu- 
vi ici une autre voye, qui ell plus (impie; c’efl de trouver 
d’abord les deux axes , & de s’en fervir enAiite pqpr trouver 
les deux diamètres conjugués qu’on demande , comme l’on va 
enfeigner dans la Propofition fuivaote . 

PROPOSITION XIL 

Problème. 

66. J_jES deux axet Aa, Bb, d'une Elli^fe étant donnés i trtst- 
P 1 C.XXVIII. ver deux diamètres cossjugucs Mm, Ss, qui faffent entreux 
Passgle MCS égal à un angle dosisié. 
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Je ruppofe que les diamètres Mm, Si, foient en effet ceux 
qu’on demande , & qu'ils rencontrent aux points D , E , h 
ligne drdte indéfinie DE menée par l’extremité A du petit 
axe Aa parallèlement au grand . Et ayant tiré du centre 
C de VEllipfe , la ligne CF , qui faffe avec D£ au point F 
l’angle CFE égal à l’angle donné MCS, je nomme les données 
CA, t\ CB, t; AF, a y & l’inconnue AE, ce qui don- 
ne AD = * -f-, CE = y/tt H- à caufe du triangle rec- 
tangle CAE . Cela pofé . 

Les triangles FEC , CED, feront fêmblables} puifque l'an- 
gle au pdnt E efl commun, & que l'angle CFE a été fait 
égal à l’angle MCS : c’e ft pourquoi FE (, 7 i — a) , EC 
( y/t* •♦‘U " EC ( y/rt BD ( X. y D’oü en 

multipliant les extrêmes & les moyens , l’on forme l’égali- 
té lL — cc — — — tt xVi ^ effaçant de prt & 
d’autre ^ , multipliant enfuite par ^ & divifant par , il 

vient XX. — ■ï' î ■*“ ’V' ^ ® i Et en faifaot ( pour 

faciliter le calcul ) = ib, oa changera l’égalité prece- 

dente en celle d — ibx cc = o, ou — zbx, bi 
;=bb—‘cccc qui donne en extrayant de part & d’autre la 

radne quarré x. — b ou i — x. — — cc , & par confe- 

quent l’inconnue AE (x.) b ^ y/bi — (c. Voici mainte- 
nant la conffruâion que cette derniere égalité fournit. 

Ayant prolongé le petit axe jufqu’au point O, en forte 
que AO Toit égale h la moitié CB du grand ; foit tirée CF , 
qui fàffc avec DE menée par le point A parallèlement à Bb, 
l’angle CFE égal à l’angle donné. Ayant joint OF , foient ti- 
rées les droites Oéi, CO, perpendiculaires fur 0£, CF, qui 
rencontrent DE aux points H, G (oa n’a point marqué dans 
les figures 28 & 2^, les points H, G, fur la ligne D£; par- 
ce que ces figures auroient été trop grandes, & que d’ailleurs 
il eft facile de les y imaginer ) . &it décrit du centre O , & 
du rayon OK , égal à la moitié de GH, partie de AD prolon- 
gée, comprife entre G & H, un arc de cercle qui coupe DE 
aux points K , K, ôc. ayant pris fur DE les parties KD , KE, 
égales chacune à KO, foient tirées par le centre Ç de l'Ellip- 
fc, les droites DC, EC. Je dis que les diamètres cherchés 
Mm, Si, font fitués fur ces lignes. 
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Car à caufe des angles droits FAC , FCG , & FAO y FOU, 
on aura AG — AH = & partant CH = 

Le rayon OK qui cR égal à la moitié de HG^ fera donc égal à 
éi ôc â caufe du triangle reélangle OAKi on aura AK = 

,/ bb — cc, & AE ou KE ^ AK z=b-^ y^bb — cCySc AD 
ou KD ^AK = b^ y/bb — cc.Or cela pofé, fi l’on mul- 
tiplie la valeur de AE par celle de AD, il vient AE x AD = 
* Art. 6i. ce ■=■€ B i & partant * les diamètres Mm ^ St , font conju- 
gués. Mais le reftangle de AE AD ou DE ( ib) par AE 
■ — OU£F(/^ ^ bb — cc — eft= ibb"^ iby^ hb — CC 

2 ab = xbb ^ ib y/bb — cc — ce en mettant pour 

iab fa valeur cc — rr; & à caufe du triangle r eétangle CAE 
lequarréC£ AE C A = aW ib^bb — cc 

ff = DE X EF\ ce qui donne FE . EC EC . ED . Et 

partant les triangles FEC, CED, feront lemblabless puifqu’iU 
ont l’angle au point E commun, & que leurs côtés autour de 
cet angle font proportionnels . L’angle MCS fera donc égal à 
l’angle donné CFE. C’eft ce qui reftoit à démontrer. 

Maintenant pour avoir la grandeur CM, CS, des deux de- 
mi-diametres cherchés} il n’y a qu’à tirer les lignes OD,OE, 
& mener par les points N, R, oh elles rencontrent le cercle 
qui a pour rayon OA , les parallèles NM, RS, à OC. Car 
*Art.Ci. il cfl: vifibk * que les points M , S , oh elles rencontrent les 
droites CD, CE, feront à l’Ellipfe, & détermineront par con- 
fequent les extrémités de ces diamètres. 

Corollaire I. 

f - Jl fuit de cette cooftruftion , i *. Qu’afin que le Problème 
' foit poflible, il faut que OK furpaflè ou foit égale à 

AO (c ) } car autrement le cercle décrit du rayon OK, ne ren- 
contreroit la ligne DE en aucun point , cc qui cft neanmoins 
neceffaire pour la conftruélion . 

2 *. Que lorfque OK furpffe OA, on trouve toujours par 
^Ic moyen des deux points X, K, deux difîcrens diamètres 
/ conjugués Mm, St , qui fatisfont également : mais qu’alors 
- le diamètre St de la figure ap eft égal au diamètre Mm de 
la figure a8. & fcmbliblement pofe de l’autre côté de l’axe 
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'Aai parceque Æ de la figure zp. efl égal à AD de la 6gure 28. 

£c de même que le diamètre Mm de h figure 29. efl égal 
au diamètre S s de la figure 28. & femblablement pofé de 
l’autre côté de l’axe Aa \ parceque AD de la figure zp. efl 
^al à AE de la figure 28. C'efl à dire que les deux difle- 
rens diamètres conjugués Mm, St, qui fatisfont également 
au Problème, font femblablement pofés de part & d’autre 
de l'axe Aa , & que dans ces deux difTerentes poûtions leurs 
grandeurs demeurent la même . 

3*. Que lorfque OK = OA, les deux points d’iritetfeflion 
K, K , fe réunifient au point touchant Ai & qu’ainû il n’y Fis. XXX. 
a alors qu’à prendre les parties AE , AD , égales chacutie à 
la moitié CB du grand axe : d’où l’on voit qu’il ne peut y 
avoir alors qu’une fblution , & que les deux diamètre* conju< 
gués Mm, St, qui fatisfont, font égaux entr’eux. 

Corollaire II. " 

Jl efl clair auffi que plus AF (^) efl grande, plus l’angle Fw. xxviiij 
obtus donné CFE l’efl auffi , & plus au contraire la ligne o/f *^*^'<^^*** 
) diminue : de forte que AF étant la plus grande qu’il 
efl poiïtble, l'angle obtus CFE , fera auffi le plus grand ; & 
au contraire la ligne OK , fera la moindre , c’efl à dire égale 
à AO. Or fi l’on mene alors les droites Ba, abi les triangles^Fic. xxx. 
rcélangles <»CB , CAD. aCb, CAE , feront tous égaux en- 
tr’eux ; puifque les lignes AE , AD , font égales chacune à 
la moitié CB ou Cb de l’axe Bb , & que CA efl égal à Ca . 

L’angle ACM, fera donc égal à l’angle CaB, & l’angle ACS 
à l’angle Cab ; & partant l'angle donné MCS ou CFE , fera 
auffi égal à l’angle Bab. D’où l’on voit : 

1®. Qiie fi l’on mene de l’une des extrémités 4 du petit axe Fic.xxviir. 
’Aa aux extrémités B, b, du grand, les lignes aB, 'ab; 
gle obtus donné CFE, doit être égal ou moindre que l’angle 
£ab, afin que * le Problème foit poffible. • jirt.e?. 

2°. Que lorfqu’il lui efl égal , comme dans la figure 30. il 
n’y a que deux diamètres conjugués Mm, St, qui fatisfàffeat, 
lefquels font égaux entr’eux. 

3°. Que lorfqull efl moindre , comme dans les fîg. 28. & 

29. il y à toujours deux differens diamètres conjugués qui fâ* 

tisfônt également -, qu’il* font femblablement pofés de part Ôc > 

E iÿ 
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d’autre du petit axe, cet angle demeurant le même entr'eux, 
& que leur grandeur demeure aulTi la même dans ces deux 
dilSventes poüûoos. 

PROPOSITION XIII. 

Problème . 

^ 9 - f^EUX didmetres conjuguéi Aa, Bb, dune EUif^e étant 
donnés; ia ditrire par un mouvement continu. 

PREMIERE MANIE'RE. 

*.Art. 6 s^. . On cherchera * les deux axes, & on la décrira enfuite fé- 
lon l’article 36, ^ 

Seconde Manieur e. 

Fig XXXi. & Afant mené par l’une des extrémités A de l’ua des diame- 
xxxiC très donnés Aa, une perpendiculaire AH [va l’autre Bb, on 
prendra fur cette ligne la partie -^^de part ou d’autre du 
point A égale à C£ . Et ayant tiré la ligne CQ. on fera gli& 
1 er la ligne GF égale à é/^par fes extrcmitésle long des li- 
gnes Bb , C^( prolongées de part & d'autre du centre C au- 
tant qu^il fera neccHaire ) jufqu'à ce qu’après avoir parcouru 
fuccefîivemrnt les quatre angles faits par ces deux lignes, el- 
le revienne dans la même fituation doh elle étoit partie . Je 
dis que û l'on prend GM égale à A^, le point M décrira 
dans ce mouvement l’ElIipTe requife. 

Car menant GP parallèle à qui rencontre en P le dia- 
mètre Aa, & en O le diamètre Bb ; les triangles femblables 
CHâ_, COG , & CAX.» CPG , donneront CQ^. CG :: A£l 
ou GM. CP :: H^ou GF. GO. Et par confequent la ligne 
PM fera parallèle au diamètre Bb. Cela pofé. 

St l’on nomme les données CA , t ; A^ou CB ou Cé , f ; 
& les inconnues CP , x-, PM , 7 ; on aura CA (t). CP ( jr ) 
: CP = Et le triangle reftangle GPM donne- 

ra P Af =: G M — GP , c’eft à dire en termes analytiques 

•^rr.41. & ce - . La ligne PM fera donc * une ordonnée 

ic 



\ 
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au diamètre Aa dans rEiliple qui a pour diametres conjugués 
les lignes Aaf Eb. Donc &c. 

Si les deux diamètres conjugués Aa^ écoient les deux Fic.xxxin, 
axes , il cft clair que les lignes toraberoient fur le 

diamètre Aa qui feroit l'un des axesi & que le point H tom- 
beroit fur le centre C . D’où l’on voit qu’il faudroit prendre 
alors GF égale à C^, fomme ou différence des deux demi 
axes CA , C5 ; & la faire glifler par fes extrémités le long 
des axes Aa, Bb, prolongés s’il eft neceflaire . 

Comme les lignes Aa, Bb, s’entrecoupent à angles droits 
au point C ; il efl clair qu’en quelque fftuation que fe trouve 
la droite GF pendant qu’elle glifle le long de ces lignes , le 
cercle qui auroit cette ligne pour diamètre, pafléroit toujours 
par le point Ci & quVmû la ligne CD qui paffe par le point 
D milieu de FG , fera toujours égale k DF , puifque les li- 
gnes CD, DF , DG, feront toujours des raïons de ce cercle, 

De-là naît la dclcription fuivante . 

Soient deux lignes droites CD , DF , égales chacune à la 
moitié Je fomme ou différence des deux demi-axes CB, 

CA i attachées l’une à l’autre par leur extrémité commune 
D , en forte qu’elles fc puiflent mouvoir autour de ce point, 
comme les jambes d’un compas autour de fa tête . Soit atta- 
chée l’extrcmité C de la droite C Z> dans le centre de l’EI- 
lipfe ; & foit entendue l’extremité F de l’autre droite F D , 
fe mouvoir le long de l’axe Bb , en entraînant avec elle la li- 
gne DC mobile autour du point fixe C- Il eff clair que Ci l’on 
prend fur FD { prolongée , s’il cft ncccflairc ) la partie FM é- 
gale à CA , le point M décrira dans ce mouvement l’Ellipiê 
qu’on cherche. 

PROPOSITION XIV. 

Problème. 

70. J^EUX diamttres conjugués Aa , Bb , £ume tW/sfe dtait 
donnés ; la décrire par plujiemrs points. 

PREMIERE Manie' RE. 

Ayant mené par l’une des extrémités A de l’uo des diamc- F1C.XXXIY. 
très donnés Aa, une parallèle indéfinie DAD à ibn conjugué 
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Bb^ on tirera ylO perpendiculaire h AD, âc égale à la moi- 
tié CB du diamètre Bb j on joindra OC ; & on décrira un 
cercle du centre O , & du rayon OA . Cela fait on mène- 
ra librement de part & d’autre de , autant de lignes 
CD y CD, &c. qu’on voudra} & ayant tiré des points D, 
D, &c. oîi elles rencontrent la ligne DAD , au centre O, 
les lignes DO , DO, &c. qui coupent la circonférence du 
cercle aux points N, N, &c. on mènera des droites AfM , 
NM, &c. parallèles à OC , lefquelles rencontrent aux points 
AI, M, &c. les droites correfpond antes CD, CD, &c fur 
lefquelles on marquera de l’autre côté du centre C des points 
m , m , ôcc. qui en fbient également éloignés . 11 elt évi- 
dent * que la ligne courbe qui paflera par tous les points 
M, M, &c} tn, m, &c. ainfi trouvés, aura pour diamè- 
tres conjugués les droites Aa, Bb, 

Seconde Manie' re. 

. XXXV. Ayant pris fur l’un des demi diamètres CB , de petites 
parties CE , EE , ôcc. égales entr’elles , de telle grandeur 
qu’on voudra , & autant que ce demi*diametre en pourra 
contenir; on lui mènera les perpendiculaires £D , ED, ôcc, 
qui rencontrent la circonférence circulaire décrite du cen- 
tre C & du raïon CB, aux points D, D, ôcc. Ayant joint 
AB, on tirera par celui des points Et qui cft le plus pro- 
che du centre C , la ligne EP parallèle à AB , qui rencon- 
tre CA au point P . On prendra fur le diamètre A a de 
part & d’autre du centre C, autant de parties PP, PP , 
ôcc. égales à CP, qu’il en pourra contenir > ôc on mènera 
par tous les points P, P, ôcc. des parallèles MPM, MPM, 
ôcc. au diamètre Bb , fur chacune dcfquellcs on prendra 
de part & d’autre du point P, des parties PM, PM, 
égales chacune à (a corrcfpondante ED . Je dis que la li* 
gne courbe qui paflé par tous ces points M , fera l’Ellip- 
Ht qu’on demande. 

Car nommant les données CA , t \ CB ou CD , c\ & 
les indéterminées CP , x\ PM , ^ ; on aura à caufe des 
. • triangles femblables CAB, CPE, cette proportion CA (t} 
CB (c) :: CP (x). C£ = ~ , Et à caulc du triangle 

CMO 
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C£D re^angle en £, Icquarré ED ou PM (yy^^CD 
(«) — C£ ( La ligne PM fera donc * une or- 

donnée au diamètre Aa. Et comme cette démonflration 
convient à toutes les lignes PM\ puifque chaque CP efl; 
toujours à (à correfpondante CE, en raifbn de CA CB : 
il s’enfuit que la Courbe qui palTe par tous les points M \ 

trouvés comme cjr-deflus , (èra rEllipfe qu’on demande . 





1 
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LIVRE TROISIEME. 



Dt l’Hyperbtle. 

D E' F I N I T I O N s. 



I. 



Fre. XXXVI. 




ilY A N t attaché fur un plan en un point f 
Il l’une des extrémités d’une longue règle /AfO, 
en forte qu’elle puilfe tourner librement au- 
tour de ce point fixe f , comme centre ; on 
attachera à fon autre extrémité O , le bout 

„ d’un fil OMF y dont la longueur doit être 

, . iU -ATioindre'^que celle de la réglé , & duquel l’autre bout fera 

J y attaché en un autre point F, pris aufTr fur ce plan . Mainte- 
nant, fi l’on fait tourner la règle fMO auto'ur du point fixe fy 
& qu’en même temps l’on Ce Cerve d’un ftile M pour tenir le 
fil OMF y toujours également tendu, & fa partie MO toute 
jointe & comme collée contre le bord de la réglé : la ligne 
courbe AX décrite dans ce mouvement , efl une portion 
àîHjpcrhole . 

Si l’on renverfe la règle de l’autre côté du point F , on dé- 
crira de la même forte l’autre portion AZ de la même Hy- 
perbole. 

Mais , fi fans changer la longueur de la réglé , ni celle du 
fil , on attache l’extremiré de la réglé en F , & celle du fil 
en/, on décrira en la même forte une autre ligne courbe xa^ 
oppofee à la première XAZ, qui eft encore appellée Hjper- 
bolcy & les deux enfomble font nommées Hyperboles oppopes. 



Les 



2 . 

deux points fixes F, /, font nommés les Foyers. 



Digitized by Googlf 



'43 



Litre Trobie'me de l’Hyperbole; 

3 - 

La ligne Aa^ qui paffe par les deux foyers f & qui 
cft terminée de part à d’autre par les Hyperboles oppofees , 
eft appellée le premier Axe. 

4. 

Le point C y qui divilc par le milieu le premier axe Aa , 
eft oommé le Centre. 

5 - 

S Ton mene par le centre C une perpendiculaire indéfinie 
Bh au premier axe Aa; & que du point A , comme centre, 
& de l'intervalle CPy on décrive un arc de cercle qui la cou- 
pe aux points B , b: la partie B6 de cette perpendiculaire , 
eft appellée le fécond Axe. 

6 . 

Les deux axes Aa y font appelles enlêmble Conjugué 
de forte que le pretnier axe Aa , eft dit Conjugué au fécond 
B h y Sx. réciproquement le &cond Bb ^ Conjugué au pre- 
mier Aa. 

7 - 

Les lignes 'MP y MK y menées des points M des Hyperbo- 
les oppofees parallèlement à l’un des axes conjugués , & ter- 
minées par l’autre , (ont appellées Ordonnées à cet autre axe . 
Ainfi MP cft Ordonnée au premier axe Aa , & MK au fé- 
cond Bb, 

8 . 

La troifiéme proportionnelle aux deux axes > eft appellée 
Paramétré de celui qui eft le premier terme de la proportion. 
Ainfi fi l’on fait comme le premier axe Aay eft au fécond 
axe Bby de même le fécond axe Bby à une troifiéme propor- 
tionnelle P ; cette ligne p fera le Paramétré du premier 
axe Aa. 

_ 9 - 

Toutes les lignes qui pafTcnt par le centre C, font appellées 
Diamètres : ceux qui rencontrent les Hyperboles oppofées , 
premiers Diamètres , & ceux qui ne les rencontrent point , 
quoique prolongées à l’infini, fécond Diamètres. 

10. 

Une ligne droite qui ne rencontre une Hyperbole qu’en un 
fcul point, & qui étant continuée de part & d’autre, n’entre 

f ij 
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point dedans, mais tombe au dehors , efl appellée Tangente 
en ce point. 

• > 

R E M A R Q_ü E. 

7..0« a dit dans la première définition que la longueur du fil 
tiG.xxxvii. F MO doit être moindre ou plus grande que celle de la règle 
fMO ; dont la raifon eft que s'il étoit égal à cette réglé, le fti-' 
le M décriroit dans ce mouvement , une ligne dont tous les 
points M feroient également diftants des deux points F ,'f » 
puifque retranchant du fil & de la réglé , la partie commune 
MO , les relies MF , Mf , feroient toujours égaux entr'eux . 
D’où il ell vifible que cette ligne ne feroit autre qu’une ligne 
droite indéfinie Bb , menée perpendiculairement à la droite 
Ff par fon point de milieu C . 

♦ • «Y 

Corollaire I. 

71 . Ihit de la définition première , que fi l’on mene d’un point 
Fic.xxxvi. quelconque M , de l’une des Hypertîoles oppofées , aux deux 
foyers F ff, les droites MF ^ Mf\ leur difference fera toujours 
la même . Car elle fera toujours égale à la difïèreoce qui fe 
trouve entre la longueur de la réglé & celle du fil . 

Corollaire II. 

7 3 • L® s ^ ^ tombe en ^ , il eft vifible que MF 

devient AF, & que A^devient Afi & de meme lorfque le point 
M tombe en , en décrivant l’Hyperbole oppofée xaz; il eft 
encore vifible que MF devient aF , Ce que Mf devient af. 
Donc puifque la différence de ces deux droites eft par tout la 
même , on aura Af — AF ou Ff — lAF — aF — af ou 
Ff — laf ; & partant AF = af. D’où il fuit : 

1 °. Que la diftance Ff des foyers , eft divifêe en deux par- 
ties égales par le centre C -, puiîque CA AF ou CF = Ca 
af ou Cf. 

2 ®. Que la difference des deux droites Mf, eft tou- 
jours égale au premier axe A « } puifque dans l’Hyperbole 
XAZ , on a toujours Mf — MF — Af — AF oa Af — af; 
,& que dans fon oppofée xa :(^ , on a auffi toujours MF ■ — Mf 
~aF — af ou aF — • AF. 
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Corollaire lll. 

74* Jl fuit de la définition cinquième , 

I*. Que le fécond axe Bh , efi divifé en deux parties égales 
par le centre C ; car les triangles redlangles ACB , ACb , fe* 
root égaux , pullqulls ont des hypothenufes égales AB , Ab , 

& le côté AC commun. 

' a*. Que fi l’on prend fur le fécond axe Bb , la partie CE é< 
gale à la moitié CA du premier , & qu’on tire l'hypothenufe 
AE : le fécond axe Bb fera plus grand , égal , ou moindre que 
le premier Aa ; félon que la droite CF, efl plus grande, éga> 
le , ou moindre que l’hypothenufe AE ; parce que l’hypothe- 
oufe Ab , prife égale k CF ^ Ce trouvera auffi pour lors plus 
grande , égale , ou moindre que l'hypothenufe AE . 

3 *. Que fi l’on prend fur le premier axe Aa de part & d’au- 
trc du centre C , les parties CF , Cf ^ égales chacune à l’hy- 
pothenufé AB du triangle reélangle CAB , formé par les deux 
demi-axes CA, CB-. us points F , /, feront les deux foyers . 

Corollaire IV. 

75’ IjES mêmes chofes étant pofées , fi l’on nomme CF ou AB^ 
m', CA f oü Ca , f ; le triangle re^angle ACB , donnera BC 

= mm — tt. Or AF ^ &F 4 = »»•♦•/; & par- 

tant AF X Fa ■=■ mm • — tt . D'où il efl évident que le quar- 
ré de la moitié CB du fécond axe Bb , efl égal au reélangle de 
AF par Fa parties du premier axe Aa , prifes entre l’un des 
üjexsFf & fes deux extrémités , A ^ a. > 

Corollaire V. 

y f. Xl fera maintenant facile de décrire les Hyperboles oppofées 
dont les deux axes Aa, Bb , font donnés , & dont l’on fçait 
que l’axe Aa doit être le premier . Car ayant trouvé ^ fur le * Art. 74 . 
premier axe Aa , les foyers F , on attachera dans le point 
F , le bout d’un fil FMO , duquel l’autre bout O , fera lié à 
l’extremité d’une longue r^le OMf, mobile fur fbn autre ex- 
trémité/ autour du foyer f, & dont la longueur OMf doit 
être moindre ou plus grande que la longueur du fil OMF , de 
la ligne Aa, Ayant enfuice décrit par le moyen de cette réglé 

F iij 
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& de ce fil , deux Hyperboles oppofées XAZ , , comme 

l’on a enfeigne dans la définition première, il c(t évident qu’ci- 
les auront pour premier axe , la ligne Aa , & pour fécond , là' 
ligne Bb . Et c’cfl ce qu’on demandoic. 

Plus la réglé OM/, fera longue, & plus les prtions des Hy. 
perboles op{x>rées , qu’on décrira par Je moyen de cette réglé , 
feront grandes ; de forte qu’on les peut augmenter autant que 
l’on voud.--a , en augmentant également la longueur de la rè- 
gle & celle du El. - ' _ 

PROPOSITION I. 

Theorcme . 

77. Jpfoa fordonnie MP au premier axe Aa, qu’on 
penne fur cet axe prolongé la partie AD égale à MF, du 
côté du f.yerP torfque le point M tombe fur l'Hyperbole XAZ^ 
& du etné du foyer f lorfquil tombe fur Jon oppofée xaz: je 
dis que CA . CF CP . CD. 

Ayant nommé comme auparavant les donn-^^es CA ou Ca , t\ 
CF ou Cf , m \ & de plus les indéterminées CP, x ; PM, y i 
&c l'incoonuë CD , ; on aura dans le premier cas , AD ou ■ 

MF = Z — t f aD ou Mf — » F P = x — m ou »> 

— X f félon que le point P tombe au deflbus ou au deffus du 
foyer F ), Pf = x ta: 6 l dans le fecood cas, AD ou MF 
= ?•+■?, aD ou Mf—x. — ^ t FP — x^m, Pf — x 
— /» ou OT — X félon que le point P tombe au dcfliis ou def- 
fous du foyer/. 

_ ^ Cela polë , le triangle rcélangic MP F donnera 

^ rr =77 zmx a- mm i fçavoir , — dans le pre- 

/ Wier, -H dans le fécond ; & l’autre triangle rcélangle MPf 
donnera itx -*•// = 77 aw ^ zmx -H mm-, Içavoir , 
dans le premier , & — dans le lêcood . 

Maintenant , fi l’on retranche par ordre dans k pteoirer 
cas , chaque membre de la première équation de ceux de la 
féconde ; Ce au contraire dans le lècond cas , chaque membre 
de la fécondé de ceux de la première , il vient ^tx = 4«ae , 
d’où l’on tire CD (?) = Donc CA (t). Cf (m) nCP(x), 
CD (x). Ce qu II fallait , &c. 
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Corollaire. 

7^* J[l cft évident qufc C Ton nomme les données CA oa Ca , t; 
CF ou Cf, m i & rindéterminée CP y æ ; çn aura toujours 
MF — ^ j‘& Mf— lorfquc le point M tom- 

be fur l'hyperbole XAZ, qui a pour foyer le point f : & qu’au 
contraire on aura MF t , — t , lorf- 

quc le point M tombe fur fon oppoféc , qui a pour foyer 
le point/, ^ 

PROPOSITION IL 



/7t ^ â 

hU~ yn 
ü -T^ 



\ 

Thcorcmc. 



79, j^E ^uané d*unt ordonnée tfuekonque PM , au premier axe 
Aa, eji au reilangle de AP par P a y parties de cet axe fro~ 
lotsgé, comme le quatre de fou conjugué Bb , ef au quarré du 
premier axe Aa. 

Il faut prouver que PM . AP x Pa :: Bb . Aa . 

Les mêmes chofes étant polées que dars la Propofition pré- 
cAlcnte , fi l’on met dans l’équation — yf 

MX ^ imx ^ mm que l’on a trouvée *par le moyen dutrian- •^t.rr- 
gle reâangle MPF , à la place de , fa valeur , on for- 
mera toujours cdle-cy ttyy == mmxx — — ttxx ^ t* , 

laquelle étant réduite à une proportion , donne PM* {.yy). AP. 
y.Pa(xx — tt)z'.BC*(^mm^tt.iCA{tt)\'.Bb.Aa\*> 4rt.j^. 
Ce au il falhit démontrer . , 



Corollaire I. 

S 0,^1 Ton mène une ordonnée MK au fécond axe Bi , lequel 
j’appelle xc\ il eft clair que MK =.CP (x). &. que CX — ' 
, Or PM (yy). AP n Pa (xx .r.- tt) :z.Bb (qCc), 
A a . (^rr ). Et partant ^rexx = qcett -t- qttyy ; ce qui don- 
ne cette^oportion MK (xx). CÏC ’UrCB Cyya^cc) :Aa 
(qtt). Bb (qcc). 

C’eft à dire que le quarré d’une ordonnée quelconque MK 
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au fécond axe Bh , cft au quarré de CK , joint au quarré de 
CB moitié du fécond axe Bb , comme le quarré de toa cooju* 
gué ^4 J cd.au quarré de ce fécond axe , 

C0R01.LAIRE IL Fondamental. 

8 1 . Si l’on nomme le premier ou fécond an^Aa; tt\ fon conju- 
Fic.xxxviK. gué Bbfici {on paramétré / } chacune de Cet ordonnées PM, 

’ y \ Ôc chacune de fes parties CP t prifes entre le centre & le» 
*^rt.7p. & rencontres des ordonnées , * ; on aura toujours * P M (yj/}. 

Cp’ ^ (xx^ tt):: £ il* (4JCC). Aa (^t):zp.Aa 
• ; Le : f uifque félon la définition du paramétré Aa ( 2/ ) . Bi ( ) s 

£b (2c). f — oîi l’on doit obferver que c’eft le figne — 

“ brfque l’axe Aa eft le premier , & qu’ainfi on peut fubftituer 
alors à la place de CP* — • c 3 î‘ , le re&angle AP x Pa qui lui 

eli égal } & au contraire que c eft le figne lorfque l’axe Aa 
eft le fécond. D'où en multipliant d’abord les Extrêmes & les 
Moyens de la premiere_proportion /y . xx ^ tt :: ^c. 4rr^ en- 
fuite de l’autre /y. xx •¥* tt ::p. 2t. l’on tirejg|f = ce, 

Scyy= ^ ^ 7 Or comme cette propriété convient éga- 
lement à tous les points des Hyperboles oppofées , & qu’elle 
en détermine la pofition par rapport aux axe^^ il s’enfuit que 
l’équation i ou yy zz= •i- jpt , ea expri- 

me parfititement la nature par rapport à fes axes. 

i Corollaire III. 

8 1. S* ineoe deux ordonnées qu elcon ques MP , à l*axc 
Aa , n_cft clair que . t: CP ^ ÇA^ • 

Car PM . CP* CA :: B . Aa N ^* . C.^ ^ CA* • 
Donc&c. 

, 11 eft bon de remarquer encore qu’on peut fublHtuer & la 
place de CP* — ôï* , & ^* — ôï’ , les rcébi^les AP x 
P 4 | A^x ^4 qw leur font ^aux j ce qu’il faut toidburs ob- 
lêrver dans la fuite . 

Corollaire 
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Corollaire IV. 

^ 3 * l’on mené par un point quelconque P de l’un ou de l’au- 
tre axe Aa ( prolongé lorfque c’eft le premier ) une parallèle 
'MPM à fon conjugué Bb > elle rencontrera une Hyperbole ou 
les Hyperboles oppolecs en deux points /f, My également é- 
loignés de part & d'autre du point P , & non en davantage . 

Car afin que les points Af, AT, foient à une Hyperbole ou 
aux Hyperboles oppofées , il faut * que lesquarrés de P M * ^rt. 8 t. 
(^) prifes de part & d’autre deTaxc.^4, foient égaux cha- 
cun à la naênic quantité ^ 

Corollaire V. 

* 4 . Jl fuit de ce que /y = — ^ cc , que plus CP (;c) prife Fic.xxxviii. 
de part ou d’autre du centre C, devient grande plus auffi cha- * 
que ordonnée PM (j ) prife de part & d’autre de l’axe Aa ^ \ • 

__ augmente , & cela à l’infini ; & qu’au contraire plus CP (*) 
devient petite, plus auffi PM {y) diminue j de forte que 
(fjg. 38.) CP (a?) étant égale à C^ ou C<* (r) lorfque l’axe 
Aay eft le premier , PM (y) devient alors nulle ou zéro; & 
que (fig -^9 )CP (x) étant nulle ou zéro, lorfque l’axe Aa 
eft le fécond , chaque PM (y) qui devient alors CB ou Cb (c)y 
eft la moindre de toutes les ordonnées PM (y) prifes de part 
&, d’autre du centre. D’où il eft clair ; 

I*. Que fi l’on mène (Jig. 39 ) par les extrémités B, h y du 
premier axe Bh , des parallèles au fécond axe Aa-y elles feront 
tangentes en ces points. 

' 2° . Que les Hyperboles oppofées s’éloignent de part & 
d’autre de plus en plus à l’infini de leurs axes conjugués , en 
commençant par les extrémités du premier : avec cette diffé- 
rence neanmoins que le premier axe rencontre chacune des 
Hyperboles oppofées en un point, & qu’étant prolongé il paffe 
au dedans } au lieu que le fécond tombe tout entier entre les 
Hyperboles oppofées , & ne les rencontre jamais , quoique 
prolongé à l’infini . 

Corollaire VL 

S J. Xl fuit encore de ce que^^ = ^ cc y que fi l’on prend 

les points P, P y également éloignés de part & d’autre du cen- 

G 
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tre C, les ordonnées PM, PM, feront égales . D’oîl il eft clair 
que fi une ligne droite MM, terminée par une Hyperbole ou 
par des Hyperboles oppofées , cft coupée en deux également 
par un axe Bb en un point K autre que le centre , elle fera pa« 
rallele à fon conjugué Aa . Car menant des parallèles MP , 
MP, à l’axe Bh , la ligne PP , fera coupée par le milieu enC , 
puifque MM l’eft en K-, & partant les ordonnées PM , PM^ 
feront égales. La droite MM fera donc parallèle à Taxe Aa. 

Corollaire VIL 

Sé.Sl l’oo conçoit que le plan fur lequel les Hyperboles oppofées 
font tracées, foit plié le long de l’axe Aa , en forte que fes 
deux parties fe joignent ; il eft clair (fig. 3p. J lorfquc l’axe Aa 
efi le fécond , que les deux Hyperboles oppofées tomberont 
exaéïement l’une fur l’autre ; fçavoir les points B, M, &c fut 
les points b, M , &c. puiique * toutes les perpendiculaires 
Bb, MM a cet axe , font coupées par le milieu aux points C , 
P, &c. 

Par la même raifon (fig. 38.) lorfque l’axe Aa eft le pre- 
mier, les portions des Hyperboles oppofées qui font de part & 
d'autre de cet axe , tomberont exaélement l’une fur l’autre . 

Avertissement. 

On a fuivi jufqu'ici la même méthode que dans l’Elliplè, 

' 00 auroit pû la continuer julqu’à la fin > mais comme il &uc 
nécefiairement parler de certaines lignes particulières à l’Hy- 
perbole , & qu’on peut par leur moïen prouver les mêmes 
chofes d’une maniéré plus aifée , on a pris ce dernier parti . 

D E' F I N 1 T 1 O N s. 

II. 

Fig. XL. Si l’on mené du centre C deux droites indéfinies CC, Cg, 
parallèles aux lignes Ab , AB , menées de l’extremité A du 
premier axe Aa , aux deux extrémités B , b , du fécond ; ces 
deux droites lcront appellées les Afymptotet de l’Hyperbole 
MAMj & fi on les prolonge indéfiniment de l’autre côté du 
centre , elles feront nommées les Afymptotts de l’Hyperbole 
oppoféc MaM. 
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IZ. 

Le quarré de la partie CG, ou Cg , d’une arymptote, œm- 
prife entre le centre C, & la rencontre de la ligne AB , ou Ab ^ 
menée de l’extremité A du premier axe, à l’extremité B , ou 
b , du fécond , eft appcllée la Puiffance de l’Hyperbole MAM, 
ou de ion oppolèe MaM. 

Corollaire I. 

8 7. Jl eft évident que l’angle CCg , fait par les afymptotes d’une 
Hyperbole, ou fon égal B Ab, eft moindre, égal , ou plus 
grand qu’un droit, félon que le fécond axe Bb eft moindre, 
égal, ou plus grand que Icpremies Aa. Car lorfque le' pre- 
mier axe Aa furpaflc le fécond Bh, fa moitié CA , furpaflè 
la moitié CB du fécond ; & par conféquent dans le triangle 
rcélanglc CAB, l’angle CAB eft moindre qu’un demi droit. 

Les deux angles égaux CAB , C Ab, qui font enfcmble l’angle 
B Ab , feront donc moindres qu’un droit . Les deux autres cas 
fe démontrent de la même manière. 

A 

Corollaire II. 

Cause des triangles fémblables B Ab, BCC , il eft clair 
que la ligne AB eft divifee par l’afymptote CG en deux parties 
égales au point G , & que CG eft la moitié de AB } puifque 
BC eft la moitié de Bb. On prouvera de même que Ab eft di- 
vifée par l’afymptote Cg en deux parties égales au point g, & 
que Cg eft la moitié Ac Ab. Donc toutes les lignes CG, GA , 

CB, Cg, g A ,gb, font égales entr’elles j pui fqu’elles font éga- 
les chacune à la moitié de l’une ou l’autre des lignes AB , Ab, 
que l’on fçait être égales entr’elles, fuivant la définition 5*. 

CorollaireIIL 

89- X_|A puiffance d’une Hyperbole eft égale à la quatrième par- 
tie de la fomme des quarrés des deux demi-axes . Car nom- 
mant Cv 4 , /; CB, CS CG, m; on aura * BA= zm, & à 
caufe du triangle reftangle AC B, le quarré AB ( 4WOT) = 
tt ce. Et par confequent CG (mm) = 

G ij 
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PROPOSITION IIL 



Thcorcmc. 



90. //’(»« mette par un point (quelconque IA de T une ou Je F au- 

Fig. XL. tre des Hyperboles cppofées , une ligne droite Rr perpendiculai- 
re au premier axe Aa quelle rencontre en P, 6r terminée par 
les afympîotes R (ÿ r ; je dis que le reSiangle de RM par 
Mr , fjl égal au quarré de BC , moitié du fécond axe Bb . 

Il faut prouver que RM x Mr = BG . 

Nommant les connues CA, t; CB f c ; & les indétcrmi- 
oces CP f x; PM, y ; les triangles lêmblables AC B , CPr , 
&cACb,CPR, donnent C.< 4 (r) CB aaCb {c)\:CP {x), Pr, 
ou PR = ■— . Donc RM , ou PR PM =z ^ y -, & 
Mr, ou Pr^ PM y . Et par conlequcnt RM x 



Mr = yy~ B c\cc) en mettant pour;^» ù, valeur 

*Art-St, * — te- Ce qu'il fallait démontrer. 



/ 



Corollaire I. 

iTT J K ‘.Jt ■<« 

' eft clair que PM pc) eft toujours moindre que 

' ^ ou P r ( Et par conféquent que tous les points 

^ c Hyperboles oppofées tombent dans les angles faits par 

M ^ hhxt leurs afÿmptotes > de forte qu’il n’en peut tomber aucun dans 
. les angles d’à côté . 

. . U,, .. -A 



V 



#7nDriT l Af 



9 1. jji l’on mene par deux points quelconques AT, N, d’une Hy- 
perbole ou des Hyperboles oppofees , deux lignes droites Rr , 
Kk, perpendiculaires au premier axe, & terminées par Icsalym- 
ptotes: il eft évident que les reélangles RM x Mr, KN% Nk , 
feront toujours égaux entr’eux ; puifqu ils font égaux chacun 
au quarré de la moitié SC du i^nd axe Bb . D’où l’on voit 
quciîAT. KN Mr. 
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PROPOSITION IV. 

Thcorêmc. 

9 3 • Pofi mtne pâr deux pomt$ quelconques M , N , </* une Hy- 
perbole OH des Hyperboles oppofées , deux droites Hh , Ll , pa- 
rallèles ent relies , & terminées par les afymptoîes ; je dis qne 
Us reHangles HM x Mh , LN x NI feront égaux entressx. 

Jl faut prouver que HM x Mh = LN x NI. 

Ayant mené les droites Ær, Kkt perpendiculaires au pre- 
mier axe Aa^ il eft clair que les triangles MRH^ NKL, & 
Mrb^ N kit ^0°^ femblablcs» puifqu’iïs font formés par des 
parallèles . On aura donc RM , KN :: HM : LN . Et Nk . 
Mr Ni. Mb. Or RM. K N :: Nk- Mr. Donc HM. LN :: 
Ni. Mb. Et par conlequent HM x Mb = LN x NI. Ce qu'il 
fallait démontrer. 

Corollaire I. 

94. fuppofe que la ligne NL parallèle à MH ^ paflè par le 

centre C, c’eft à dire, qu’elle devienne CE ; il eft clair que les 
deux points L, l, fe reuniront au centre C ; ÔC partant que le 
reftangle LN x Ni , deviendra le quarré E C . D’où l’on voit 
que ft l’on mene d’un point quelconque B > de l’une des Hyper- 
boles oppofées au centre C , la droite CE , & par un autre 
point quelconque M de l’une ou de l’autre de ces Hyperboles , 
une ligne parallèle à C£ , & qui rencontre les afym- 

ptotes enH&b; le quarré de CE fera égal au rectangle de 
HMpar Mb. 

Corollaire IL 

95. S* U*! quelconque N , de l’une des Hyper- 

boles oppoÆes , une ligne droite Ll , terminée par les afÿmp- 
totes , éc qui rencontre l'une ou l’autre de ces Hyperboles en 
un autre point » ; les parties LN , /» , de cette droite prifes en- 
tre les points des Hyperboles & la rencontre des afymptotes , 
feront égales entr’elles . Car nommant LTV, a\Nn, binl,a 
on aura LN x NI (ab ac) HM x Alb =: Lnx ni. 
(bc^ ac)f d’où l’on tire LN (a)^ln(c). 



Art.ÿi. 
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Corollaire JII. 

56. S* fuppofe dans le Corollaire precedent que la ligne Nn , 
terminée par les Hyperboles oppofées , pâlie par le centre C , 
ccftàdire, qu’elle devienne le premier diamètre £D: il clt 
évident que les deux points Z,, /. le réuniront au centre Ci 
& qu’ainli NL deviendra £C, tk. ni, CD . D’où l'on voit que 
tout premier diamètre DE , cil divife en deux également par 
le centre C. 

Corollaire IV. 

lignes droites Nn , parallèles entr’cllcs, font 
terminées par une Hyperbole ou par les Hyperboles oppolces , 
& rencontrent une afymptote aux points H, Lj je dis que les 
rcéljnglcs MH x Jtm, NL Ln , feront égaux entr’eux . 
Car prolongeant , s’il elt necelfaire , ces deux lignes , jufqu’à 
ce qu’elles rencontrent l’autre afymptote aux points /; les 
* yUt.ÿS' parties MH, tnb, ôcNLf ni, feront égales * entr’clles: & 
partant , puifque HM x Mb — LN x Ni, il s’enfuit que 
MH X Hm = NL x Ln. 

PROPOSITION V. 

Théorème. 

ç 8 _ Fon mene par Jeux points ^uelconijuei M , N , efs/ne Hy- 
F1S.XLI. ptthole ou des Hyperboles oppofées deux droites MH , NL > pa- 
rallèles entr elles & terminées par une afymptote ; & deux au- 
tres droites Mb , NI , aufji parallèles entr elles , ér terminées 
par l'autre afymptote > je dis que les reSiangles HM x Mh , 
NL X NI, font égaux entr eux . 

Cette Propofition fe prouve delà meme maniéré que la pré- 
cédente, & il n’y a rien à changer dans la démonüration. 

Corollaire I. 

9 9 'Si^cs droites Af/Z, Mh , & NL , Ni, lônt parallèles aux 
F1C.XUL deux alj'mptotes; il eft clair que les parallélogrammes MHCb, 
NLCl, aulfi bien que les triangles CHM, CLN , qui en font 
les moitiés, font égaux entr’eux j puifque les côtés de ces pa- 
rallélogrammes autour des angles égaux lîMb , LNl , font ré* 
ciproquement proportionnels. 
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Corollaire II. 

1 0 o. T j ES mêmes chofes étant pofecs que dans le Corollaire pre- 
cedent, il cft vifible que CH x HM = CLx LN\ puifque 
dans cette fuppofition Mb =CH, & Nl=CL : c’eft à di- 
re, que fi l’on mène par deux points quelconques de 

l'une, ou des Hyperboles oppofées, deux droites MH, NL, 
parallèles à l’une des a lÿmptotes , & termine'es par l’autre ; 
les reftangles CH x HM , CL x NL y feront toujours égaux 
entr’eux ; & qu’ainfi CH. CL :: LN. MH. 

Corollaire III. 

1 ® ^ . pin s QU E l’extremité ^ du premier axe , efi un des points 
de l’Hypeibole, & que la ligne AB, qui coupe en G , l’afym- 
ptôte CG, cft parallèle à l’autre afymptote CV j il s’enfuit * 
que le rectangle CH x HM fera toujours égal au même rec- 
tangle CG X CA, ou * au quatre CG , c’efi à dire , félon 
la définition i2* , à la puifiàncc de l’Hyperbole. Si donc l’on 
nomme la donnée CG, m; & les indéterminées CH, at; HM, 

/; on aura toujours CH x HM (a^) = CG {mm). Or com- 
me cette propriété convient également à tous les points des 
Hyperboles oppofées, & qu’elle en détermine la pofition par \ 
rapport à fes afymptotes » il s’enfuit que l’équation xy— mm 
en exprime parfaitement la nature par rapport à fes afym* 
ptotes . 

' , Corollaire'IV. 

101.' I L fuit de ce que {y) — que plus CH (x) augmente , 
plus au contraire HM (y) diminué ; de ibrte que CH (x) étant 
infiniment grande, HM (y) fera alors infiniment petite, c’eft 
à dire, nulle ou zéro . D’où l’on voit que l’Hyperbole AM , 
& fon afymptote CH (étant prolongées) s’approchent de plus 
en plus, de forte qu’enfin leur difiance devient moindre qu’au- 
cune donnée; & que cependant elles ne lé peuvent jamais 
rencontrer, puifqu’clles ne fe joignent que dans l’infini où l’on 
oe peut jamais arriver. Il en eft de même pour l’autre afym- 
ptote Cg’. 
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Corollaire V. 

103- ^ ^ toutes les lignes qui paflent par le centre C , /i* . 

Celles qui , comme Aa , tombent dans les angles faits par les 
afymptotes du côté des Hyperboles , rencontrent chacune des 
Hyperboles oppofees en un (cul point , ou 4 ; & étant pro* 
longées, elles paflent au dedans de ces Hyperboles . Car à 
caulê des angles CCA , gCA , & de leurs oppofées au fom- 
met , il eft clair que la ligne Aa , s’éloigne de plus en plus 
de l’une & de l’autre afymptotc ; au lieu que les Hypcrbo- 
101. les oppolees s’en approchent toujours * de plus en plus . 2*. 
Celles qui , comme Eh , tombent dans les angles d’à côté , 
faits aufli par les afymptotes , ne peuvent jamais rencontrer 
les Hyperboles oppofées , quoiqu’on les prolonge à l’infini ; 
puifqu’aucun des points des Hyperboles * ne peut tomber 
dans ces angles . 

*Def.?- D'où l’on voit * que tous les premiers diamètres, tom- 
bent dans les angles faits par les Afymptotes du côté des Hy- 
perboles, & que les féconds tombent dans les angles d’à côté. 

Corollaire VI. 

ï 04* quelconque H, de l’une des afym- 

Fic. XLIII. ptotes GE , une parallèle HM, à l’autre Ce > elle ne rencon- 
trera l’Hyperbole qu’en un feul point M; & étant continuée, 
elle pafTera au dedans . Car fa diflance de Ce , demeure par 
*^rt. 102, tout la même, au lieu que l’Hyperbole s’en approche * tou- 
jours de plus en plus. 

Corollaire VII. 

loy. T^ E-LA il eft évident que fi par un point quelconque M, 
d’une Hyperbole y l’on mene deux droites indéfinies iWi/, 
parallèles à fês afymptotes Ce, CE. 

I*. Tous les points de l’Hyperbole qui lui eft oppoféc, tom- 
beront dans l’angle HMhi puifqu’ils tombent tous* dans l'an- 
gle fait par fes afymptotes, lequel eft renfermé dans l’angle 
H Mb. 

2°. Les deux portions de l’H3'perbole , tomberont dans lès 
deux angles à côté de celui-ci > ainfi aucun de fes points ne 
tombera dans l’angle oppefè au fommet à l’angle HMh. 

3°. Toutes 
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5*. Toutes les lignes qui, comme MF , tombent dans l’an- 
gle HMh, rencontrent ( étant prolongées du côté de F) l’Hy- 
^rbole oppofée en un point N ^ & pafTent au dedans ; puif. 
quelles s’écartent de plus en plus des droites MH , Mb , & 
pr confequent de fes deux afymptotes qui leur font parallè- 
les : mais étant prolongées de l’autre côté du point Mf elles 
entrent au dedans de l’Hyperbole qui pafle par ce point , ëc 
ne la rencontrent jamais ailleurs. 

4®. Toutes les lignes qui , comme Ee, tombent dans les an- 
gles à côté de l’angle HMb, rencontrent les deux afymptotes 
•de l’Hyperbole qui pafle par le point M; ainfl lorfqu’elles pat 
fent au dedans de l’une de fes portions, elles la rencontrent 
neceflairèment en quelque point N, puWqu’cllcs vont rencon- 
trer l’afymptote qui tombe au dehors de cette portion. 

Corollaire VIII. 

106 . ^1 l’on mené par un point quelconque M , d’une Hyperbo- 
le, une ligne droite Ff, qui rencontre l’une de fes afÿmpto- 
tes au point F , & l'une des afymptotes de l’Hyperbole op- 
pofée au point /i & qu’on la prolonge en N , en forte que 
fN, foit égale à FM: je dis que le point J\l, fera à l’Hyper- 
bole oppofee. Car la ligne Ff, tombe dans l’angle HMh , pc 
rencontre par confequent l’Hyperbole oppofée en quelque point 
N, comme l’on vient de démontrer dans le Corollaire précè- 
dent. Donc * &c. 

2®. Si l’on mené par un point quelconque M, d’une Hyper- 
bole, une ligne droite Ee , terminée par fes aô'Oiptotcs , & 
qu’on prenne fur cette ligne , la partie eAf, égale à EM : je 
dis que le point N, fera encore l’un des points de cette Hy- 
perbolc . Car menant MH , parallèle à l’afymptote Ce , Sc 
terminée par l’autre en H, fi l’on prend fur cette autre afym- 
ptote, la partie CL, ég.ale h UE , & qu’on tire L.V, paral- 
lèle à HM > on a démontré dans l’article 104 qu’elle rcncon- 
trera l’Hyperbole en un point N , &C dans l’article 100. que 
ce point fera tel que CL ou HE . HM :: CH ou EL . LN > 
d’où l’on voit que la ligne LA'', rencontre l’Hyperbole dans 
le même point où elle rencontre la droite Ee. Mais à caufe 
des parallèles HM , LA', il eft clair que cN =■ EM , puif- 
que CL = HE . Donc &c. 

H 
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PROPOSITION VL 
Problème . 

.oy.D 'U JV point donné M , fur «ne Hyperbole dent le! afympt»- 
Fig.xliii. tes CE, Ce, font donnée t ; mener la tangente DMd ; if dé- 
montrer qu'on n'en peut mener qu'une feule. 

Ayant mené du point donné Aî, une parallèle MH, à l’une 
des arympiotes Ce, & terminée par l’autre CE , au point if; 
' on prendra fur cette afymptote , la partie HD égale à HC ; on 

tirera par le p«nt donné M , la droite DM , qui rencontre 
l’alymptotc Ce en un point </. Je dis en premier lieu , que cet- 
te ligne DMd, touchera Fhypcrbole au point M. 

Carà caufe des triangles femblables CDd, HDM, la ligne 
Dà , terminée par les alymptotes, eft diviféc en deux parties 
égales par le point M, de même que CD, l’cft en H. Or s’il 
étoit polïible qu’elle rencontrât l’Hyperbole en un autre point 
O , iiert clair que Od , iêroit * égale à MD , & par confe- 
quent à Md, c’efl à dire, la partie an tout ; ce qui ne pou- 
vant être , il s’enfuit que la ligne DMd, ne peut rencontrer 
l’Hypeibole, qu’au feu! peint M. De plus, li elle pafToit au 
dedans, comme la ligne Ee , il eft vifiWe qu’elle rencontreroit 
la portion de l’Hyperbole, au dedans de laquelle elle pafteroit 
en quelque point Ni puifqu’elle iroit, rencontrer en un point e , 
rafymptote Ce , qui tombe * au dehors de cette portion . Il 
eft donc éviJent que la ligne Dd , ne rencontre l’Hyperbole 
qu’au feiil point A/ , & qu’elle n’entre point au dedans; c’eft 
à dire , qu’e-lle eft tangente en ce point . 

Je d's en fécond lieu , qu'il n’y a que la feule ligne DMd , 
qui puifte toucher l’Hyperbole au point M ; car fi l’on prend 
fur l’a'ÿmptüte CE , la partie HE, plus grande ou moindre 
que EID , & qu’on tire par le point donné M , la droite EM , 
qui rtnerntre l’autre afymptote Ce , au pointe, il eft clair à 
caufe des parallèles MH , Ce , que ME fera plus grande ou 
moindre que Mr, puilque HE a été pnfe plus grande ou moin- 
dre que HD ou que HC . Or cela pofé, fi l’on prend fur la 
plus glande partie Me , le point N , en forte que Ne loit éga- 
icd. Je à ME , il eft évident que ce point * Cetd encore à l'Hyper- 
bole, & qu’ainfi la ligne Ee , ne la touchera point au point 
M. Ce qui reftoit à démontrer. 
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R E M A R Q^U E. 

.080 N 'a démontré dans lart. lOi. que plus CH devient grar». 
de , plus au contraire HM diminue ; de forte que CH étant 
infiniment grande, HM devient infiniment petite , c’eft à di- 
re, nulle ou zéro. Or CH étant infiniment grande , HD f qui 
lui efi égale) la fera aufTi> & par confequent les lignes MD, 
HD, qui ne fc rencontrent que dans ''infini, pouvant être regar- 
dées comme parallèles, tomberont Tune fiir l’..utre ; puilque 
le point M Ce confond alors avec le point H: c’cli à dire, que 
rafymptote CE étant prolongée à l’infini, auffi-bien que l’Hy- 
perbole , peut être regardée comme une ligne qui la touche 
dans Ton extrémité. 11 en ell de même de l’autre afymptote 
Ce, laquelle peut être regardée comme touchant la même 
Hyperbole dans Ton autre extrémité . 

D’où l’on voit que les deux afymptotes peuvent être regar- 
dées comme des tangentes infinies, qui touchent les Hyper- 
boles oppofées dans leurs extrémités» 

Corollaire I. 

(^OMME il n’y a que la feule Tigne DMd , laquelle étant 
terminée par les afymptotes , foit coupée en deux parties é- 
gales au point M > il s’enfuit que fi une ligne droite DMd ^ 
terminée par les afymptotes d’une Hyperbole, la rencontre en 
un point M , qui coupe cette ligne droite en deux parties é- 
gales ; elle fera tangente de cette Hyperbole en ce point . Et 
réciproquement que fi une ligne droite DMd, terminée par 
les afymptotes d’une Hyperbole , la touche en un point M\ 
elle fera coupée en deux parties égales par ce point. 

Corollaire IL 

ï S' P3r Je point touchant jW d’une tangente quelconque D^c/, 
terminée par les afymptotes CL, Cl, d’une Hyperbole , l’on 
mené un premier diamètre MCm\ & que par le point >»> où 
il rencontre l’Hyperbole oppofée , l’on tire une parallèle Ee , 
à la tangente Dd, terminée par les afymptotes aux points E, 
e : je dis que cette ligne fera tangente au point m . Car les 
triangles CMD, CmE, feront fcmblables & égaux , puifque 
* MC cft égal ^ C 01 . La ligne mE , fera donc égale à MD . 



Fie. XLIV. 
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On prouvera de meme ( à cau(ê des triangles femblables & 
égaux CMdy Cme) que tne eft égale à Md . C'efl pourquoi 
la ligne Ec eft divifée en deux également au point m > puill 
*^rt. ios>. que Dd l’cft au pint M. Et par conféquent * elle fera tan- 
gente en m . 

D’oîi l’on voit que les tangentes Dd , Ee , qui pafTent par 
les extrémités d’un premier diamètre quelconque Mm , font 
parallèles cntr’elles > & de plus égales , lorfqu’elles font ter. 
minées par les afymptotes . 

De' FINITIONS, 

* 3 - 

Fic.XLiv. S'il y a deux diamètres Mm, Ss, dont l’un St, foit pa- 
rallèle aux tangentes qui paifent par les extrémités de l’autre 
Mm\ & de plus terminé en 5 , /, par les droites MS ; Ms , 
menées de l’une des extrémités M du diamètre Mm , parai- 
lement aux afymptotes ; ces deux diamètres Mm , Ss , fe- 
ront appelles enfemble Conjugués. 

14 - 

Les lignes droites menées des pints des Hyperboles oppo- 
fées parallèlement à l’un des diamètres conjugués , & termi- 
nés par l’autre , font nommées Ordonnées à cet autre . Ainfî 
NO, eft une ordonnée au diamètre Mm. 

Si l’on prend une troifiéme proprtionnelle à deux diamè- 
tres conjugués, elle fera le Paramétré de celui qui ell le pre- 
mier terme de la proportion. 

Corollaire I. 

I I i-X_|A définition 13* convient aux deux axes; puifque félon 
l’article 84 le focond axe eft parallèle aux tangentes qui paf 
fent par l’extremité du premier; & que de plus, félon la 
définition ii', il eft terminé par deux droites menées de 
l’une des extrémités du premier axe , parallèlement aux afym- 
potes. D’où l’on voit que les deux axes puvent être regar- 
1 dés comme deux diamètres conjugués qui font entr’eux des 
angles droits . 
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Corollaire II. 

I ï i. C*] oMM E le diamètre SCs, eft parallèle à la tangente DMd, 
qui paflè par Tune des extrémités M du diamètre MCm , & 
que cette tangente rencontre les deux alÿmptotes CO , CJ , 
de l’Hyperbole , qui paflê par le point M : il s’enfuit qu’il 
tombe dans les angles à côté de l’angle DCd, fait par les af3 m- 
ptotes de cette Hyperbole ; Et qu’ainfi c’eft un fécond dia- 
mètre . 

D’où l’on voit qu’entre deux diamètres conjugués MCm y 
SCi ; il y en a toujours un premier Mm , & un fécond Ss . 

Corollaire III. 

* I 3 ' fécond diamètre SCt , eft coupé par le milieu au cen- 
tre C, & de plus égal à la tangente DMd , qui pafîànt par 
l’une des extrémités M du premier diamètre Mm , qui lui eft 
conjugué, eft terminée par les afymptotes. Car à caufe des 
parallèles MS , CJ, & Ms , CD ; il eft clair que CS eft éga- 
le à Md , & C/ à MD. Or DMdy eft diviféc * en deux par- * .Art. tcgi 
ties égales au point touchant M. Donc &c. 

_ / 

Corollaire IV. 

114» ‘P eu X diamètres conjugués Mm y Ss , étant donnés, & 
fçaehant lequel des deux eft premier diamètre; il ne faut 
pour avoir les afymptotes CD, Cd, que tirer par le centre C, 
des parallèles aux deux droites MS, Ms, menées de l’une 
des extrémités M, du premier diamètre Mm , aux deux ex- 
trémités J, /, du fécond. 

. Et réciproquement les deux afymptotes CD, Qd, d’une 
Hyperbole étant données , avec l’un de fes points Mi il ne 
faut pour avoir deux de ces diamètres conjugués MCm , SCs, 
que tirer MH parallèle à l’une des afymptotes Cd, qui ren- 
contre l’autre afymptote CD en H; l’ayant prolongée en S, 
en forte que HS foit égale à 'HM, mener les droites CM, CS . 

Car tirant MD parallèle à CJ, il eft clair à caufe des trian- 
gles femblables CHS , MHD , que HD eft égale à HC ; puif- 
que MH eft égale à HS 5 & qu’ainfî * MD eft tangente en *.Art. 107. 
M: d’où il fuit félon la définition ij* , que les lignes CM, 

CS, font deux demi- diamètres conjugués. 

H iij 
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11 efl donc évident que deux diamètres conjugués Mm, Si, 
étant donnés de pofition & de grandeur, & fçaehant de plus 
lequel des deux ell un premier diamètre; on a les deux aly-m- 
ptotes CD , Cd'i avec l’ un des points M, de l’une des Hyper- 
boles oppolées . 

Et réciproquement que les afÿmptotes CD, Cd, à* une 
Hyperbole étant données , avec un de fes points ; on a deux 
de iès diamètres conj’iigués Mm, St , de pofition àc de gran- 
deur; & l’on fçait lequel des deux efl un premier diamètre; 
fçavoir, celui qui pafle par le point donné M^ 

Corollaire V. 

I J y. ][_J N fécond diamètre SCs , étant donné de pofition, pour 
en déterminer la grandeur , & trouver le premier diamètre 
Mm, qui lui efl conjugué ; on lui mènera par tout où l’on 
voudra au dedans de l’angle fait par les afÿmptotes , une pa- 
rallèle LÀ, terminée par les afÿmptotes eni., /; & par fon 
point de milieu O, le premier diamètre CO, qui rencontrera 
l’Hyperbole en un point par lequel ayant tiré les droites 
MS, Ms, parallèles aux afymptotesi il eA clair, félon la 
définition 13*, que les points S ,s , où elles rencontrent le fé- 
cond diamètre SCs, donné de pofition ; en déterminent la 
grandeur, & que le premier diamètre MCm lui eft conjugué. 
Car menant par le point M, la ligne DJ, parallèle à IJ, & 
terminée par les afÿmptotes, clic fera coupée en deux égale- 
ment au point M-, puifque Ll, l’cftau point O: & partant 
* ^n. 103. *elle fera tangente en M. 

De- là , il efl évident qu’un fécond diamètre SCs, étant 
donné de pofition, fa grandeur efl déterminée en fotte qu’il 
ne peut en avoir qu’une feuler comme auffi la grandeur & 
la pofition du premier diamètre Mm, qui lui eA conjugué. 

Corollaire VL 

1 i6.LJ”n fécond diamètre SCs, étant donné de pofition & de 
grandeur , avec fon paramètre , & la pofition de fes ordon- 
nées ; il fera facile de trouver de pofition & de grandeur le 
premier diamètre MCm, qui lui cil conjugué, avec fon para- 
métré. Car ayant mené par le centre C , une parallèle indéfi- 
nie aux ordonnées du diamètre Ss , on marquera fur cette li- 
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gne deux points Af, m , egalement éloignés de part & d’au- 
tre du centre C , en forte que Mm , foit égale à la moyenne 
proportionneUe entre le fécond diamètre Jr , 6 c fon paramé- 
tré . Puis ayant trouvé une troifiéme proportionnelle aux deux 
lignes il e(t clair, félon les définitions 14 & 15 , 

que Mm , fera le premier diamètre conjugué au diamètre Sj, 
& qu’il aura pour fon parametne cette troifiéme proportion- 
nelle. 



PROPOSITION VIL 

Théorème . 

I 1 7 ‘ quarri d" une crJonnée quelconque ON, au premier dla- Fic.XLiv. 
metre Mm, e^ au reEî angle de MO far Ora, parties de ce 
diamètre prolongé ; comme te quarrè de fon conjugué Ss, ejî au 
quarré de ce premier diamètre Mm. 

Il faut prouver que ÜN . MO x Om S s .Mm. 

Ayant mené par l’une des extrémités M , du premier dia- 
mètre Mm, une parallèle Dd z\x fccond diamètre J/, termi- 
née par les afi'mptotes; elle fera tangente en M , felon la dé- 
finition 1 3'. Et par confequent* elle fera coupée en deux éga- icp. 
lement parce point : c’dl pourquoi , fi l’on prolonge l'or- 
donnée ON { qui felon la définition 14* efi parallèle au dia- 
mètre Ss ) de part & d’autre du diamètre Mm , elle rencon- 
trera les afymptotes en deux points Z. , / , qui feront également 
éloignés de part & d’autre du point O. Cela pofé, foicnr nom- 
mées les données CM, ou Cm, t ; CS, ou * MD, ou Md, a Ôc *^rt. 1 1 j. 
les indérerminées CO, jr; ON,p; on aura à caufe des triangles 
fcmblables CMD , COL; cette proportion: CM (t ) . MD (<) :: 

CO (x). OL ou ol = -^ • Donc LN ou LO ^ ON—~-^ 
y, ôc Ni ou O/^ NO = ^ ^ y i Et partant LN k Ni 

= yy= dm x Md =Z CC . D’où il fuit que 

DN {yy). MO x Om {xx — tt) :\Ss ( qcc ). Mm ( 4?/ ) . 

Puifqu’cn multipliant les Extrêmes & les Moyens , on trou- 
ve 4//^^ = 4 CCXX — ^cett , c’efi à dire (en divifaot par 4/r , 
ôc tranfpofant à l’ordinaire ) l’équation même précédente 

yy = cc. Ce qu’il fallait démontrer . v 
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Corollaire General; 

1 I 8. efl vifible que ce qu’on a démontre dans la Proportion fc- 
*jlrt.7S). conde par rapport aux deux axes Bhf s’étend par 
le mo3 cn de cette Propofition à deux diamètres conjugués 
quelconques, Ss. Or comme les articles 8o, 8i, 8i, 

83, 84 & 85, fe tirent de la fécondé Propofition, & fub- 
fillent également, fbit que l’angle /îCB, foit droit ou qu’il ne 
le (bit pas; il s’enfuit que fi l’on fuppofe dans ces articles que 
les lignes Aa y Ab , &\x lieu d’être les deux axes , foient deux 
' diamètres conjugués quelconques, ces articles feront encore 

vrais dans cette fiippolition: car leur démonftration demeure 
toujours la même; & il ne faut pour s’en convaincre entiè- 
rement, que les relire en mettant par tout où fe trouve le mot 
! d' Axe , celui de Diamètre. 



PROPOSITION VIII. 



Fig 



Théorème. 

ii 9 -Jo JE NT deux tangentes quelconques DE , FG , d'une Ely- 
XLV. perbo/e MA , terminées par les afymptotes , & qui s'entrecoupent 
en un point O s je dis que les côtés des triangles CDE , CFG 
autour de P angle commun C , font réciproquement propor- 
tionnels . 

Il faut prouver que CD. CF :: CG. CE. 

Ayant mené p.nr les points touchans M, A, les parallèles MIJ^ 
AL, à l’a fymptote CG j il efl clair à caulc des triangles fêmbla- 
blés CD£, HDyW, que CD eft double de CH, & CE double de 
■i. 109. HM ; puifque DE efl* double de DM. Et à caufe des trian- 
gles femblablcs CFG, LFAy que CF efl double de CL, & CG 
ICO. dcuble de 1 ,A\ puifque FG , efl double de FA. Or * CH. 
CL :: LA. HM . Et partant fi l’on prend le double de cha- 
que terme , on aura iCH ou CD. 2CL ou CF :: iLA ou 
CG. iHM ou CE. Ce qu'il fallait démontrer. 



Corollaire. 

I ic.Jl fuit de cette Propofition que les droites DG, FE , font 
parallèles entr'elles. D’où il efl évident: 

i“. Qiie les triangles CDE, CFG, font égaux , car les 

triangles 
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triangles FDE , EGE , qui ont la même bafe FE , & qui 
font entre les mêmes parallèles DG y FE , font égaux; Et par- 
tant , fi l’on ajoûte de part & d’autre le même triangle CEF, 
00 formera les triangles CDE , CFG , qui feront égaux cn- 
tr’eux . 

2®. Que la ligne DE, eftcouppc'e en même raifon aux 
points M, O, que la ligne FG l’cfi aux points A, O. Car me- 
nant par les points touchans la droite ÂfA , il cft clair quelle 
fera parallèle aux deux droites DG,’ FEj puilqu’clle couppe 
par le milieu les droites DE, FG, renfermées entre ces pa- 
rallèles. 



PROPOSITION IX. 

Problème. 

par un point <]uctctH<iue M, d'une Hyperbole , /’o« we- F icXLVI.& 
ne une ordonnée MP â tel de fes diamètres Ad l'on vou- XLVK. 
dra, & une tangente MT qui le rencontre en T> je disque 
CP. CA .V CA. CT. en ohjervant que les points P, T, 
tombent du meme côté du centre C, lorfque la ligne Aa ejl 
un premier diamètre ; & au contraire qu'ils tombent de part 
(y d autre du centre, lorfque c'efî un fécond diamètre. 

Pr.,mier cas. Lorlque la ligne Aa cft un premier diame-'Fw.XLVl. 
tre . On prolongera la tangente MT jufqu'à ce qu’elle rencon- 
tre les afymptotcs CD, CG, aux points D, E] &c .l’ordon- 
née PiV, jufqu’à ce qu’elle rencontre l’afymptote CD au point 
N ; on mènera enfuite par le point A la ligne A fC , parallè- 
le à D£ , qui rencontre l’aTymptote CG au point K , ÔC ïa. 
tangente FG terminée par les a/j'roptores , qui fera paral- 
lèle * à FM, & qui rencontre au point O l’autre tangen- *Def.:i. 
te DE. 

Cela pofé, AP cft à AC, ou FNh FC, en raifon compo- 
fée de F N à FD, ou de OM à OD, ou * de OA à OG, ou de 110. 

EK 'zEG, & de PD à fC, ou * de £G à £C. Or AT cft à no. 

TC, ou KE a EC , en raifon compoféc de £/f à£C, & de 
£Gà£c. Donc AP. AC.:: AT. TC. puifque les raifons 
compofautes de ces deux raifons font les mêmes; & par 
confequent AP ~hAC ou CP . CA AT -tf TC ou CA . CT. 

Ce qui était propofé en premier lieu. 

I 
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Second cal \ Lorfque la ligne Aa cft un fécond diamètre. 
Ayant mené par le centre C la ligne CK parallèle à l’ordonnée 
PMt qui rencontre l’Hyperbole au point 5, & la tangente 
MT au point Æj & par le point touchant M la ligne MK pa- 
rallèle à Aa\ il eft clair que CB fera le premier demi diame- 
tre conjugué au fécond Aa , & qu’ain/i MK fera ordonnée à 
ce diamètre . 

Cela pofé, fi l’on nomme les données CA ou C<«, t\ CB 
Ci & les indéterminées CP ou MK, ;v; PM ou CK, y, on 
aura félon ce qu’on vient de démontrer dans le premier cas 
CP = 7 ; & partant RK ou CK — CR — . Or les 

triangles femblables KRM, CRT, donnent K R ( 3i=^ j . /jC 
• 8o. ( 7 ) MK (x). CT = z= en mettant pour yy 

— ce fa valeur — ‘le ce quejÿ» = * — ^ cc. 

C eft à dire que CP . CA a CA , CT . Ce ^ui Tejïott à démoip- 
fret. 

PROPOSITION X. 

Théorème. 

par an point quelconque M d'une Hyperbole qui a pour 
centre le point C, <m ment une ordonnée MP fun ou â 
l'autre axe Aa , ér une perpendiculaire MG d la tangen. 
te MT , laquelle paffe par M ; )e dis que C P fera tou- 
jours d PG en la raifon donnée de Paxe Aa d fon Pa- 
ramétré. 

Car nommant le demi axe CA ou Ca, r ; & les indéter- 
*Art.iii. minées CP , x\ PM, y, on aura d- CT — Et partant 
pT = -=^ 7 ^ ) félon que Aa eft le premier ou le fécond axe. 
Or les triar^lcs rcélangles femblables T PM, MPC , donnent 
rpC-LÂiî). PM {y )v. PM {y). PC = ^;^. D’oh 
l’on tire cette proportion CP ix). PG ( :: CP* ^ ôi* 

( xx^tt}. PM (yy). Puifqu’en multipliant les moyens & 
les extrêmes, on trouve le meme produit xyy. Mais CP ZfT 
• Art.il. CA eft à PM , comme * l’axe Aa cft à fon paramétré. Donc 
CP eft aufli à PG en cette même raifon. Ce qu'il falloit dé- 
montrer. 
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PROPOSITION XL 
Thcorcmc, 

* ^ 3 • ^ /</*«» po/»f ^ttelconqut M éfunc Hyperhote , /’o» tire â 
je s deux foyers F , f , Us droites MF, Mfi je dis que la 
tangente MT ; qui pajfe par te point M , divsfe en deux 
égaie ment l'angle FMf. 

Car ayant mené les perpendiculaires FD^ fd, fur la tan- 
gente MT ; le premier axe Aa , qui paffe par les foyers F, 
f, & qui rencontre la tangente en T\ & l'ordonnée üfP , à 
cet axe: on nommera les données (JA ou C<*, r ; CF ou Çf 

mi & l’indéterminée CP , x. L’on aura MF ^ ("slil f 

Mf i^^t)::TF ou CP(w) —CT *( = ).r/ouC/ 
(/w;-4-Cr (^ ). puifqu’en multipliant les extrêmes & les 
moyens , on forme le même produit . Or les trianoles reétan- 

Î les fcmblables TFD , Tfd , donnent TF . TfsÎFD. fd, 
^’hypothenufê MF du triangle redlangle MDF , fera donc à 
l’hypothenufc A//du triangle rcélangle Mdf^ comme le côté 
DF cft au côté df\ & par confequent ces deux triangles fe- 
ront femblables. Donc les angles F^D , fMd, qui fontop. 
pofes aux côtés homologues DF, df, feront égaux entr’eux . 
Ce qùil fallait démontrer . 

Corollaire. 

• mD E LA il cft évident , que la tangente MT , étant prolon-' 
gée indéfiniment départ & d’autre du point touchant >V,laif- 
fc l’Hyperbole AM ^ toute entière du côté de fon foyer intc- 
rieur F . Et comme cela arrive toujours en quelque endroit 
^ de cette Hyperbole qu’on prenne le point iVf, il eft vifible 
qu’elle fera concave dans toute fon étendue autour de fon foyer 
intérieur F.. 



PROPOSITION XII. 

Thcorcmc . 

itj^I^Ad'sfference des quatrét de deux d'tametres conjugués quel- 
conques Ms, Ss , ejl égale d la dsfferente des quartés des deux 
«Aff/Aa, Bb. 

I ij 

/ 



F1C.L1 



*Aft. lii.' 



F1C.LI. 
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Il faut prouver que Ci — CM* = CB* — CA*, ou que 
CM* — é^* == Ôi* — CB*. 

• Dtf.ii. & Si l’pn mené les droites MS^ AS, elles feront parallèles à 
l’alÿmptote C£ , & de plus couppées en deux également par 
■* ne/.ii, & l’autre aTymptote CG , aux points fi, G ; puifque * les lignes 
' î- Ml, Ab, font parallèles à cette afÿmpro'te, & que les féconds 

diamètres St, Bb , font couppés * en Jeux également au cen- 
tre C : C’eft pourquoi fi l’on mené fur l’afymptote CG , les 
perpendiculaires .AF, SE, ML, SK, on formera les trian- 
gles CAF, CBE, & HML, HS K , qui feront femblablcs de 
* égaux. Cela pofé, foient nommées l.s données CG ou * GA, 
m; gE ou G F, ai AFcuBE,lr, & les indéterminées Céf , 
X ; HM , y : ce qui donne CE — m a , CF — m — a\ 
CE E B ou CF = tnta •+• 2 am aa bh,C F FA 
ou CA = mm — lam •*r aa ^ bb. Et partant CB' — CA 
•= 4<rw». Or les triangles fomblables G AF , HML , fourni f. 
fent GA(m). AF (b) :: HM (y). ML ou KS = E(GA 
(m).GF(a) :: HM (y) .HL o\\ HK^ ^ .Donc CK —x 
,CL = x — ÏCS^ ou C 5 * '= XX - 4 - 

et ^ LM ou ^* = XX — -+- 

Et partant C J* — CM =^am, 

•^.101. en mettant pour fo valeur * OTOT. Donc Ci" — CM = 
CB - — CA ; Ce qu'il falloit démontrer . 

Si l’angle GCg , fait par les afymptotes , étoit aigu , au lieu 
que dans cette figure & le raifonnement qui lui cft approprié , 
il cft obtus } CF feroit alors plus grande que C£ , & on prou. 

veroit de la même manière que CM — CS = CA — CB • 

Mais fi l'angle GCg fait par les afymptotes étoit droit , il eft 
vifible alors que les lignes AB , MS , feroient perpendiculaires 
fur l’afymptoce CG ; & qu'ainfi les deux demi diamètres con- 
jugués CM , CS , feroient égaux entr’eux , de même que les 
deux demi-axes CA , CF . Or comme alors la différence des 
deux diamètres conjugués Mm ,Si, eft nulle, aufli bien que 
celle des deux axes Aa, Bb i il s’enfuit que cette Propofitinn 
cft vraie dans cous les cas . 
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Corollaire. 

a X De là il eft évident qu’un premier diamètre quelconque 
eft moindre, plus grand, ou égal au fécond diamètre Ss , 
qui lui eft conjugué; félon que l’angle GC^, fait par les afym- 
^otcs, eft obtus, aigu, ou droit. 

De' FINITIONS. 

16. 

Les deux Hyperboles oppofées font appellécs Equilatcres , 
lorfque deux de leurs diamètres conjugués quelconques font 
égaux entr'eux i ou bien lorfque l’angle fait par leurs afym- 
ptotes eft droit . 

Corollaire. 

1x7. S* ‘ 1 ’“" quelconque M d’une Hyperbole équilatere, l’on Fic. lu. 
mene une ordonnée MP à tel de fes diamètres Aa qu’on vou- 
dra , on aura * MP —CP CA : fçavoir — , lorfque Aa * & 

eft un premier diamètre; & , lor/que c’eft un fécond. Car " 

le diamètre conjugué au diamètre Aa * lui fera toujours égal. * Art. 

PROPOSITION XIII. 

Problème. 

tx8. / J EUX diametret conjugués quelconques étant donnés ^ étFiG.Liii,LiV. 
Jpacbant lequel des deux eft le premier ; ou ce qui revient * , , 

aurnèmcy les afymptot es CD y CF, d’une Hyperbole étant dosu ^ 

nées , avec un de fes points quelconques M ; mener deux dia- 
mètres conjugués Aa, Bb, qui fapnt entr'eux un angle égal 
à un angle donné . 

Ayant coupé dans un cercle quelconque qui a pour centre 
le point O , un arc def capable de l’angle DCF fait par les 
afymptotes ; on mènera par Je point de milieu e , de la corde 
df , la ligne ec qui fàftc avec cette corde de part ou d’autre 
l’angle dec ou fec égal à l’angle donné ; & par le point c , où 
elle rencontre l’arc def y les droites cf. Cela fait, on pren- 
dra fur les a/ÿmptotes les parties CD, CF , égales aux cordes 

1 >Ü 
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cd ^ cf\ & ayant tiré HP , l'on mènera le fécond diamètre Bh 
parallèle à cette ligne , & le premier diamètre Aa qui palfe 
par fon milieu £ . Je dis (jue ces deux diamètres Auf font 
entr’eux un angle égal à l’angle donné , & qu’ils font conju» 
gués l’un à l'autre. 

Car par la conllrudlion Tangle ifcf efl égal à l’angle DGF 
fait par les afymptotes; & par confequent les triangles DGF , 
defy ôcDGE, dcCy font égaux & femblables. L'angle 
que font entr’eux les deux diamètres Aay Bb, fera donc égal à 
l'angle DEC ou dec qui a été fait égal à l’angle donné. De 

5 1u&^ 6 l’on mené par le point A, que je fuppofe être l’une 
es extrémités du premier diamètre Aa, une parallèle DE , il 
cft clair quelle fera couppée. également par ce point, puifque 
•Art.tïp. 2 >F l’eft au point £> & qu’ainfî *elle fera tangente en Ai 
• Dff. 13. d’oîi il fuit * que les diamètres Aa , Bb, font conjugués. 

Maintenant pour déterminer la grandeur de ces deux dia* 
mètres , on tirera par le point donné M, une prallcle MKL 
au premier diamètre Ae^, laquelle rencontre l’afyniptotc CD 
au point K , ÔC l'autre afymptote CF, prolongé au delà du 
centre C , au point L : & ayant pris CA moyenne proportion- 
*Art. P4. Belle entre KM, ML:, il cft cldir * que le point A fera l’une 
des extrémités du premier diamètre Aa\ éc qu’ainû menant 
les lignes , ab, parallèles aux afymptotes C£, CD, elles 
*Dtf.ti. * détermineront par leurs points de rencontre B, b, la gran- 
deur du fécond diamètre Bb. 

Comme l’on peut mener deux differentes lignes ec, ec, qui 
feflènt avec la corde df, de part & d’autre des angles dec, 
fec , égaux à l’angle donné , lorfi^ue cet angle n’efl pas droit ; 
il s’enfuit qu’on pourra toujours trouver alors deux diHcrcns 
diamètres conjugués Ah, Bb^ qui fatisferont également, com- 
me l’on voit dans les figures 54. & s S* il cli à remarquer 
que les diaaaetresconjuguér Aa, , de la la fig. 5 5 . ont une 
pofition fcmblablc par rapport à l’afymptote CF , à ceux de 
la figure ^4. par rapport à l’autre afÿmptore CD ; & que leur 
grandeur demeure la même dans ces deux di^entes pofî- 
tions. Car, 

1*. Menant du centre o au point e, milieu de la corde df , 
la ligne oe, elle fera perpendiculaire à cette corde, & par cot> 
Icquent les angles orr , occ^ feront ^ux ; c’eft pourquoi ti- 
tant les rayons w, vr, les triangles orr, oec^ qui ont le côté 
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«r commun, les angles oec, & les côtés «c, oc, égaux 
entr'eux, auront auffi leurs troifiémes côtés ef, e<r, égaux. 
Les triangles Jee, qui ont les côtés e/, eJ, 6 c fc , ec^âc 
les angles fec, dec , égaux , feront donc égaux âc lêmb labiés i 
d’ob l’on voit que l’angle ref, ou BCF , de la figure sj.eft 
égal à l’angle ecd, ou £CD, de la fig. J4. & qu’aiofi la pofi- 
tion du diamètre Aa, de la fig. 55. par rapport à l’alymptote 
CF, eft femblableà celle du diametre de la figure yf, 
par rapport à l’autre afi'mptote CD . 

2*. Si l’on mene dans la figure 55. la ligne MI, qui fafle 
avec rafyniptote CF, prolongé du côté du centre C , l’angle 
MIC égal a l’angle MLC ou ECF, de la figure $4: il cft 
clair que les lignes Ml, Mk, de la figure 5 y. feront égales aux 
lignes ML, MK, de la figure 54; puifqu’on fuppofe que la 
pofition du point M par rapport aux afymptotes , cil la inê* 
me dans ces deux figures. Or l’angle MIL, complément à 
deux droits de l’angle MIC àe la figure 55. ou de ECF de la 
figure 54) efl égal à l’angle , complément à deux dreûte 
de l’angle ECD de la fig. 5 s- ou de ECF de la fig. 54; Et par 
confequent dans la fig. 55. les deux triangles LMl, kMK , qui 
ont l’angle en M commun , 6 c les angles aux points /, 
égaux, font femblables: ce qui donne LM. Ml.-. kM. MK„ 
Et partant LM x MK = IM x M\ ou LM x MK de la fi- 
gure 54 D’ob l’on voit * que les premiers demi diamètres CA, 
CA, des figures 54 & 55, font égaux. Il en ell de même du 
diamètre Bb-, puifque fa pofition 6 c là grandeur dépendent de 
celles du premier diamètre Aa, auquel il cft coniugué. 

Comme l’on ne peut mener qu’une feulé ligne ec, qui fàfTe 
avec la corde df àc part ou d’autre, un angle égal à l’angle 
donné, lorfque cet angle cil droit; il s’enfuit qu'il n’y à que 
deux diamètres conjugués Aa, Bb , qui faflènt Cntr’eux urt 
angle droit; & qu’ainfi *ils feront les deux axes. Mais le 
triangle </c/ou DCF , érânt alors ifofcélle, le premier axe Aa 
divifera par le milieu l’angle DCF fait pat les afyrliptotes ; 
d’où l’on voit que pour trouver de pofitiôn les deux axes, il n’y 
a qu’à tirer deux lignes droites Aa, Bb, perpendiculaires en- 
tr’cllcs, dont l’une d'elles Aa, divifê par le milieu l’angle DCF, 
fait par les a/ÿmptotes: après quoi l’en en déterminera la gran- 
deur , comme on vient de renfeiener pour les diamètres con- 
jugués. 



Fie. LVr. & 
&LVII. 

* Art. III. 
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On peut encore trouver les deux axes de cette autre mas 
niere. Soit menée par le point donné M une parallèle MH^ 
l'une des afymptotcs C F , & terminée par l’autre C û au 
point H. Soit prife fur l’alymptote CD, la partie CG égale à 
moyenne proportionnelle entre CH, HM: & foit tirée par 
le point G une parallèle AB à CF, telle que chacune de fes 
parties G/l, GB, foit égale à CG. Il eft évident que les lignes 
cA,CBt * feront les deux demi-axes de pofition & de gran- 
deur. 

Corollaire. 

Tl eft donc évident, i“. Oirll n’y a que deux diamètres con- 
jugués qui faflènt entr’eux un angle droit ; & qu’ainfi il ne 
peut y avoir que deux axes. 2“. (^’on peut toujours trouver 
deux differens diamètres conjugués qui falfent entr’eux un an- 
gle égal h un angle donné , lorfque cet angle n’eft pas droit } 
que les deux premiers ont une pofition femblable par rapport 
à l’autre afymptote, à celle des deux autres par rapport à l’au- 
tre afymptote ; d’où il fuit qu’ils font femblablement pofés 
de part & d’autre des deux axes, puifque les deux axes divi- 
fent par le milieu les angles faits par les aiÿmptotcs; & qu’en- 
fin leur grandeur demeure la même dans ces deux diftèrentes 
pofitions . 

PROPOSITION XIV. 

Problème. 

UO.D EUX diametrei conjugués <]uelconques étant donnés , tt 
Jfacbant lequel des deux cji le premier ; on ce qui efl la 
* meme ebofe les afymptotes de deux Hyperboles oppofées étant 
données avec un de leurs points quelconque ; décrire ces Hy~ 
perholes par un mouvement continu. 

PREMIERE Manie' RE. 

On cherchera les deux axes , comme l’on vient d’cnfcigner 
dans la propofition précédente , & l’on décrira enfiiite les Hy- 
perboles oppofées félon l’article 76. 

Seconde Manie' re. 

Tic. LX VIII. Soient .^<1, Bb, les diamètres conjugués donnés, entre lef- 
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quels le diamètre Aa eft le premier, ou bien CG, Cg, les 
afymptotes données, avec le point A, un de ceux des Hyper- 
boles oppofées. Ayant mené par le point donné A une paral- 
lèle ylG, à l’une des afymptotes C^, & terminée par l’autre 
en G, on &ra gliUier le long de ral>’mptote CG , indéfîoiinent 
. prolongée de part & d’autre du centre C, une droite HK éga- 
le à CG , qui entraînera par fon extrémité H une parallèle HM 
à rafymptote Cg , & par fon autre extrémité K , une droite 
KA mobile autour du point fixe A . Je dis que l’interfeélioo 
continuelle J»f des droites AX, HM, décrira dans ce mou- 
vement les deux Hyperboles oppofées qu’on demande . 

Car à caufe des triangles fcmblablcs KHM, KGA, on au- 
ra toujours KH ou CG . HM u KG ou CH. GA . Et par- 
tant CH X HM = CG X GA. Le point M fera donc * un *^rt,ioi. 
des points de l’Hyperbole qui paliê par le point donné A, & 
qui a pour afymptotes les droites donnas CG , Cg\ ou de 
l’Hyperbole oppolée. 

PROPOSITION XV. 

Ploblcrae. 

I . E S memts chofes étant données que dans la Frapofitîon 
precedente; décrire les Hyperboles oppofées par fluficurs points, 

PREMIERE Manie' RE. 

Soient CDf CE, les alÿmptotcs données, & A le point Fic.LIX. 
donné. Ayant mené par ce point A autant de lignes DE, 

DE, DE, &c. qu’on voudra, terminées par les afymptotes; 

& ayant pris fur ces lignes droites les parties EM, EM, EM, 

&c. égales AD, AD, AD, &c; fçavoir chacune à fa cor- 
refpndante : il eft clair * i*. Que les points M, M, M, *Art.ior,. 
&c , feront à l’Hyperbole qui paffe par le point A , lorfque 
les points E, E, E, &c. tombent au deflbus du centre, a®. 

Que ces Hyperboles ont pour afymptotes les droites CO , 

CE. Faifant donc paflèr par tous les points M, M, M, &c, 
qui tombent dans l’angle fait par les afymptotes , une ligne 
courbe, & par les autres points M, M, M, &c. qui tom- 
bent dans l’angle oppofé au Ibmmet à celui ci , une autre li- 
gne courbe} ces deux lignes feront les deux Hyperboles oppo- 
fées qu’on demande. 

K 
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Seconde Manie' re. 

Fic.LX. Soient les lignes Aa^ Ab, les deux diamètres conjugués 
donnés, entre lefquels Aa cft le (ècond. Ayant pris fur le pre- 
mier demi-diamctrc CB prolongé indéfiniment du côte de B, 
de petites parties CE, EE, EE, &c. égales cntr elles , au- 
tant & de telle grandeur qu’on voudra , on mènera par celui 
des points E , qui eft le plus proche du centre C , la ligne EP 
parallèle à B A j üc on prendra fur le fécond diamètre Aa de 
part & d’autre du centre C, autant de petites parties CP, PP, 

PP, &c. toutes égales à CP, qu’il y a de petites panies C£ , 

EE, EE, êcc. Ayant tiréCZ) perpendiculaire & égale à CP , 
on mènera par tous les pdnts P, P, P, &c, des parallèles 
MPM, MPM, MPM , &c. au premier diamètre Bb, fur 
chacune delquelles orr prendra de part & d’autre du point P , 
des parties PM, PM, égales chacune à fa correfpondante 
ED. Je dis que les deux lignes courbes qui pafTent par tous 
les point Afainfi trouvés, feront les deux Hyperboles oppo- 
fées qu’on demande. 

Car nommant les données CA, t\ CB on CD, c; & les 
indéterminées CP, xi PM, j\ les triangles femblables CAB, 

CPE, donneront cette proportion CA(t). CB {c)\z CP (x). ■ 

CE = Et à caufe du triangle ECD reéianglcen C, ( eu 
imaginant chaque hypothenufe ED qu'on a omife de peur de 

•confufion dans la figure) le quarré ED ou PM {yy) = CE 
) .4- CD (a). La ligne PAf fera donc * une ordon- 
née au fécond diamètre Aa, qui a pour conjugué le premier 
Bb; & comme cette demonftration convient à toutes les li- 
gnes PM, puifque chaque CP eft toujours à la correfpondante 
CE , en la raifon de CA à CB : il s’enfuit &c. 

Fie. LXi. Lorlque les diamètres conjugués Aa, Bb, font égaux cn- 
* Drf. 16. tr’eux, c’eft à dire *, lorfque les Hyperboles qu’on demande 
font équilateres; la conftru£hon devient beaucoup plus aifée. 

Car ayant mené CD pcrpendicula’ue & égale à CA, & tiré 
pr un point quelconque P du diamètre Aa, une prallele 
MPM au premier diamètre Bb\ il n’y aura qu’à prendre fur 
cette ligne de prt & d’autredu point P, les prtics PM, PM, 

^ales chacune à PD , pour avoir deux points des Hyperboles 
oppofées . Car à caulè du triangle PCD reâangle en C ( en 
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imaginant chaque hypothenufê PD ) oo aura toujours PD 
ou PM = Ci* CD* ou CA* i Et partant la ligne PM 
(êra une ordonnée au fécond diamètre Aa, qui a pour cotK *l 4 rt. 117 . 
jugué le premier Bb qui lut eft égal ^ 

De' FINITION. 

17. 

Soient deux Hyperboles oppofées AM, anty qui ayent pour Fig.LXII. 
premier axe la ligne & pour fécond axe la ligne B&i & 
foient deux autres Hyperboles oppolees BS, bs y qui ayent au 
contraire pour premier axe la ligne Bi, ôc pour fécond axe 
la ligne Aa: ces deux nouvelles Hyperboles BS, bs , font ap. 
peliccs Con)uguéei aux deux premières AM, am\ & les qua« 
tre cnfêmble ibnt appellées Hyperboles Conjuguées^ 

Corollaire. 

■ JI-Xl eÛ clair que les lignes Sa, Ah, font parallelesi puifque 
les droites Aa, Bh, terminées par ces lignes, s’entrecoupent 
. "^en deux également au point C. D’où il fuit, félon la défi- *Z)e/.4. eÿ* f. 
nition ii*: que l’Hyperbole BS conjuguée à AM, a pour l’une’ 
de fes afymptotes la ligne CG alÿmptote de l’Hyperbole AM\ 

& pour l’autre , la ligne Cg autre afymptote de l’Hyperbole 
AM indéfiniment prolongée du côté C ; puilque ces deux li< 
gnes paflent par le centre C > & font les parallèles aux deux 
droites Ba, BA, menées de l’extremité B du premier axe 
Bb de l’Hyperbole BS aux deux extrémités A, a, du fécond . 

11 efo donc évident que les deux droites CG, Cg, parallèles à 
Ab, AB, indéfiniment prolongées de part & d’autre du cen. 
tre C , font non feulement les afymptotes des Hyperboles oppo- 
fées AM, am; mais aufO des deux autres BS, bs, qui leur 
font conjuguées. 

PROPOSITION XVL 
Theorême . 

153* JJ Von mène par un point quelconque H (tune afymptote 
CG commune aux deux Hyperboles ÂM, BS, une parallè- 
le MS à î autre afymptote Cg> je dis quelle renctsntrcra 

K ij 
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cet deux Hyperbolet en des points M , S , fottt également 
éloignés de part & d autre du point H. 

•^rf. 104. Car, 1®. La ligne MS rencontrera * chacune des Hy. 

perboles AM, BS, en un point. 2". A caufc de l’Hypcrbo- 
*^rt. 101. le AM, le reflangle * CH x HM =z CG n CA; & à 
caufe de l’Hyperbole BS , le redtangle CH x HJ = CG x 
*^r/.88. GB. Donc, puifque- * Gfi — GA, il s’enfuit que CH x 
HS = CH X HM\ Et qu’ainft HJ = HM. Ce qu'il fal- 
lait démontrer. 

C O R O I, I. A I R E 1. 

134.^1 l'on mene des points M , J, des deux Hyperboles Ailf, 
BS, les diamètres MCm , JC/, terminés par les deux au- 
•^rMi4. très Hyperboles am, bs; il eft clair ^que le diamètre St 
fera le fécond diamètre conjugué au premier Mm des deux 
Hyperboles oppofées AM, am ; & réciproquement que le 
diamètre Mm fera le fécond diamètre conjugué au premier 
St àcs deux Hyperboles oppofées BS, bs. D’où l’on voie 
que deux diamètres conjugués quelconques Mm, St, de 
deux Hyperboles oppofées AM, am , font auffi deux dia- 
mètres conjugués des deux autres Hyperboles SS, bs , qui 
leur font conjuguées; avec cette différence que le premier 
diamètre Mm devient le fécond, & qu’au contraire le fé- 
cond Ss devient le premier. 

COROLLAÏRE IL 

ï 3 J.De -LA il eft manifefte que les Hyperboles con^guées 
BS, bs , aux deux AM, am , pafTent par les e.Ttrcmités 
S, s, de tous les féconds diamètres SCt de ces Hyperbo- 
les r & réciproquement que les Hyperboles AM, am , p:*f> 
fcnt par les extrémités M, m, de tous les féconds diamè- 
tres MCm des deux Hyperboles BS, bs, qui leur font con- 
juguées. 
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livre QUATRIEME- 

Des trois S éditons Coniques. 




DEFINITION. 

N entend par le terme general de SeSJhn Co- 

nmcy chacune des trois lignes Courbes dont 
l’on vient de parler dans les Livres précedensj 
fçavoir , la Paraèole , VEilipfc , 1 Hjperhole 
ou les Hyperboles oppoféet . 

PROPOSITION L 



Théorème, 

I $ 6.^1 par textremUé A d'un diamètre quelconque Aâ 

lip/e» ou d'un premier diamètre Aa dune Hyperbole y Ion ment 
une parallèle AG à fes ordonnées PM, qui Çoit égale d fon^- 
rametre ; & qu’on tire de f autre extrémité a , la droite aG , 
qui coupe en O une ordonnée quelconque PM prolongée s il efl 
ne ce jf aire : je dis que le quarré de ^ordonnée PM e(i égal an 
rediangle de AP par PO- * 

Il faut prouver que PM = AP x PO. 

Selon les articles 4! & 55. du fécond Liv re, 8 î. & 118. 
du troifîéme, dO aura Aa. AG ;i AP X Pa . PM . Or à eau* 
fc des triangles femblables a AG f aPO , il vient Aa . AG i: 
Pa . PO :: AP x Pa. AP X FO . Donc Ppi =z AP x PO. 
Ce qu’il falioit démontrer, 

K iij 
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Corollaire. 

* 37 -De LA il cft évident que le quarré d’une ordonnée quelcon- 
que PAI à un diamètre Aa, efl toujours moindre dans l’El- 
lipfc , & toujours plus grand dans l'Hyperbole ^ que le rec- 
tangle fait du paramétré AG par la partie AP de ce diamè- 
tre, prilc entre fon origine ou extrémité ^ & la rencontre P 
• ^rt.7. eJr de l’ordonnée; au lieu que dans la Parabole * ils font égaux, 
ro. Or c’eft à cauie de cette propriété, que Apollonius, furnom- 

Fic.LXV..vné le Grand Geometre , a impofé aux Serions Coniques les 
noms que nous avons marqués ; car il a voulu donner à en- 
tendre par celui de Parabole , la juftelTc ou exaélitude > par 
celui d'EllipfCy le défaut ou manquenaent ; & par celui d’é^- 
perboUy l’excès qui fe trouve 'dans la comparai fon desquar-, 
rés des ordonnées PM avec les- reébangles correfpondans AP 

X AG 

PROPOSITION IL 
Théorème- 

i^^DaIVS une-ElUpfe tout diamètre hz , & dam les Hyperbo- 
Fig-LXVL& les oppojées tout premier diamètre Aa e^ divifé en deux égale- 
LXVIL par le centre C ,, dr ne rencontre Pa SePîion quen deux 

points . 

On a démontré cette Propofition dans les articles- 5a du. , 
fécond Dvre; 96 & lOj du troifîéme.. 

PROPOSITION Ht 
Theorême. 

* 3 7- J[L ne peut y avoir qu’une feule tangente LAL qui pajfe par 
un point donné A fur unt SeSiion Conique. 

Cette Pfopclition fe trouve démontrée dans- les articles 2 1 
du Livre premier ^ du Livre fécond & 107 du uoi- 
£éme. 
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‘ ‘ PROPOSITION IV. 

Théorème. 

T jES tangentes L AL, lai, qui pajfent par lei extrémités A, 
a, d'un diamètre quelconque dune ElUpfe ^ ou de deux Hyper^ 
hoirs opposées ; font parallèles ent relies. 

Cect a été démontré dans les articles 44 & 55 du Livre fc- 
cond ; & 1 10 du Livre troifiéme. 

PROPOSITION V. 

Théorème . 

N dtametre quelconque étant donné dans PEllspfe ou dans 
les Hyperboles oppofées ; je dis que la pofitson du diamètre qui 
lui efl conjugué, efl déterminée de maniéré qu'il ne peut y en 
avoir qu'une feule . 

Car i“. Si la Seélion cft une Ellipfe , ou qu’étant les Hy- 
perboles oppofées Je diamètre donné Aa foit un premier dia- 
mètre; il eft clair félon Tarricle 56 du Livre fécond , & la 
définition 13* du troifiéme Livre , que fon conjugué Bb fera 
parallèle à la tangente LAL , qui pafiè par l’une de Tes ex- 
trémités A. Donc * &c. 

2°. S la Seélîon étant les deux Hyperboles oppofées , le 
diamètre donné Bb"eû un fécond diamètre ; la chofe a été 
démontrée dans l’article T i j du troifiéme Livre . 

Corollaire. 

J[l ett donc évident qu’une Seélion Conique étant donnée 
avec un de ks diamètres , la pofition des ordonnées à ce dia- 
mètre , fera déterminée de maniéré que chacune n’en peut 
avoir qu’une feule, & qu’elles font toutes parallèles entr’elles. 
Car elles doivent être parallèles dans la Parabole ♦ à la tan- 
gente qui paffe par l’origine du diamètre donné , & dans les 
autres ^ SeéHons au diamètre conjugué au diamètre donné. 

PROPOSITION VI.' 

Théorème. 

Dans une Ellipfe tout diamètre Aa , ^ dans les Hyperboles 
oppofées tout premier diamètre Aa , divife la Seéîkn en des por- 






*.Art. it. 
*Def. Il, II. 

& 14.111. 
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rhaf AM, am , qui étant prifet de part & d autre de ce dia~ 
métré dam des pofitioni contraires > font parfaitement fembla- 
blés & égales eatr elles . 

Car ayant pris fur le diamètre Aa ( prolongé lorfqull s’agit 
des Hyperboles oppolécs , ) de part & d’autre du centre C 
deux parties quelconques CP, Cp y égales entr’dles ; & mené 
de part & d’autre les ordonnées PM y pm, il eft clair que ces 
font* égales entr’elles, & que les angles CPM, 
Cpmy font* égaux, bi donc l’on conçoit que le plan Cpw (e- 
paré de celui qu’on volt ici , fbit placé de l’autre côté du dia* 
métré Aa dans une pofition contraire , en forte que là droite 
Cp tombe fur CP y &pm, fur PM ; il eft vifiblc que le point 
*^rt. 138. a tombera * fur le point Ay & le point m fur le point M. Et 
comme cela arrivera toujours de quelque grandeur qu’on puit 
fc prendre les parties CPyCp; il s’enfuit que tous les points m 
de la portion am , tomberont exactement fur tous les points M 
de la portion AMi & qu’ainft ces deux portions fe confoodrooc 
Tune avec l'autre. Ce qu'il fallait démontrer, 

PROPOSITION VII. 

Théorème. 

* 44« Fon mene par un point quelconque V i un diamètre Aa 
rxix^vv SeSiion Conique (prolongé lorfque la Seédion étant une 

LXXL 'Hyperbole, c'efl un premier diamètre) une parallèle MPM 
aux ordonnées â ce diamètre ; je dis qu'elle rencontrera la 
SeHion en deux points M, M, également éloignés de part 
d'autre du point P , non en davantage : Et récipro- 
quement que fi une -ligne MM terminée par une SeH'son 
Conique , efi coupée en deux également par un diamètre Aa 
en un point P, attire que le centre, elle fera parallèle aux 
ordonnées à ce diamètre. 

Ceci a été démontré dans les articles p, ii & 20 du 
Livre premier j 43 , 45 & 55 du Livre fteondj 83, 85 & 
118 du Livre troifiéme. 

Corollaire I. 

* 4 J*De-LA ileftmanifcfte que lî une ligne quelconque MM 
terminée par une SeCtion Conique , eft coupée en deux éga- 

IcmcDC 
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Icment par un diamètre Aa en un point P autre que le centre; 
toutes les parallèles à cette ligne terminées par la Seélion , le 
iêroQt aufii. 

PROPOSITION VIIL 

Problème. 

StSan Connue étant donnée , en trouver nn dia- 
mètre. 

Ayant mené deux droites MM , AW , parallèles cntr’el- 
les , & terminées par la Sedlion j on tirera par leurs points 
de milieu P, , une ligne droite Aa qui fera un diamètre. 

Car * le diamètre qui paflé par le point P milieu de MM, 
doit aufli pafler par le point ^ milieu de NH. 

Corollaire I. 

Ton mene en même forte un autre diamètre quelconque 
Dd't il eft clair que la SeClion Conique fera une parabole * * 
lorfque Dd cd parallèle à Aai une Ellipfe ^lorfqne Dd ren- ' 
contre Aa au dedans de la S^îon ; & enfin une Hyperbole 
* ou les Hyperboles oppofées lorfque les diamètres Dd, Aa , 
fe rencontrent en un point C hors de la Seflion ; êc dans ces 
deux derniers cas que le point de rencontre C eft le centre. 
Cela eft une fuite des définitions des diamètres de ces trois 
lignes courbes. 

Lorlquc rEllipfe eft donnée toute entière , il fuffit pour 
avoir le centre de mener un diamètre Aa\ car fa grandeur 
étant déterminée par la rencontre de i'Ellipfe, il n’y a * qui ' 
le divilêr par le milieu en C. Il en eft de même lorfque 
les Hyperboles oppofées font données. 

Corollaire II. 

1148. J)e - LA il fuit qu’une Scélion Conique étant donnée, avec 
un poitit O fur le iriême plan , on peut toujours mener un dia> 
métré Dd qui pafle par ce point. Car il ne faut dans la Para- 
bole que mener par le point donné , O une parallèle Ddk un 
diamètre quelconque Aa; & dans I’Ellipfe, ou dans l’Hy-- 
per bole-, ou dans les Hyperboles oppofées , une ligne droite 
D^qui pafle par le point donné O , Sc par le centre C que 
l’on aura trouvé par le Corollaire précèdent. 

L 
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Corollaire III. 

149. il eft évident qu’une ligne droite MM, ne peut 

rencontrer une Scftion Conique qu’en deux points M ^ M\ Sc 
jamais en davantage . Car fi l’on mené par le point de milieu 
P de la ligne MM un diamètre Aa , il eft clair félon l’article 
144, qu’elle fera parallèle aux ordonnées à ce diamecret d’où : 
il fuit félon le même article quelle ne peut rencontrer la Se- 
ûion qu’aux deux points M, M. 

$i la ligne droite pafioitpar le centre C ; on «tiroit iccouis 
à l’anicle 138. où cela a déjà été démontré. 

Corollaire IV. 

.,o.Un E Ellipfe ou une Hyperbole ( fg. 69. 70. ) étant don- 
née ; trouver deux de fes diamètres conjugues Aa, £bi âc . . 
de plus mener les afymptorcs CG , Cg , lor^ue c’eft une Hy- 
perbole. 

Ayant trouve un diamètre Aa par le mt^'cn des deux pa- 
rallèles MM, NN, ôi, mené par le centre C une parallèle 
* De f . 11 , 11 . Bh, ï ces deux ligne*: il cft clair * que les diamètres Aa, 
feront conjugués; puifque les lignes MM, Ktî , étant 
coupées en deux égalernent par le diamètre Aa aux points 
*.^<«.144. P> fieront * ordonnées de part & d’autre à ce dia- 
mètre. 

Maintenant pour mener (fg-yo.) les afymptotes CG, Cg\ 
on fera /IP x PA. PM :: CA . C J 5 ou . ou f ce qui eft 
la même chofie ) comme la moyenne proportionneUe entre 
AP, PA , e(l à PM , de même C A e(l à CS ou Ci . Et 
ayant tiré les droites AB , Ai , on leur mènera par le centre 
C les parallèles indéfinies Cg, CG, qui feront les afymptotes 
*.. 4 ^. 91 . & cherchées. Car il eft clair que Bb fera * la grandeur du fis 
cond diamètre conjugué au premier Aa i & Je rcûe eft évi- 
dent félon les définitions 13 èc 14 du troifiéme Livre. 

PROPOSITION IX. 

Problème , 

1 J 1 . XJ NE SeEîion Conique étant donnée, avec un de fet diamètres 
Aa > trouver la pofithn des ordonnées PM à ce diamètre. 
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Ayant mené deux parallèles au diamètre donné Aa, qui en Fie. Lxviii. 
foient également éloignées de part & d’autre , & qui rencon* 
trent la Seélion en des points M , M; je dis que la ligne MM 
qui coupe le diamètre dooné au point P , eft ordonnée de part 
& d'autre à ce diamètre , pourvû que le point P ne tombe 
point fur le centre , 

Car par la conflruéhon la ligne MM fera coupée en deux 
également par le diamètre Aa au point P ; & par conféquent 
elle fera * ordonnée de part âc d’autre A ce diamètre . • 

On peut toujours pr cette maniéré trouver la pofition 
d’une ordonnée PM à un diamètre donné Aa. Car i®. Dans 
la Parabole & l’Hyperbole & 70. ) lorfque le diamè- 

tre donné Aa eft un premier diamètre ; il eft clair qu’à quel- 
que dUlance qu’on mene de part & d’autre les deux parallèles 
au diamètre Aa , elles rencontreront chacune la SctÜion en un 
point i»/; puifque * la Seflion s’éloigne toujoun déplus en v^rt.io.io. 
plus à l'infini du diamètre Aa . 2*. Dans l’Ellipfc (fg 6q.),ôc ^ 4 - 1 18. 
dans les Hyperboles oppofées (fg.y i ) lorlque le diamètre don- 
né Aa efi un fécond diamètre : il efi clair qu’on peut toujours 
mener deux parallèles de part & d’autre du diamètre Aa , 
qui coupent la Sefhon chacune en un point M , en forte que 
la ligne MM rencontre le diamètre donné Aa en un point P 
autre que le centre ; puifque dans l’Ellipié * les ordonnées du & 

diamètre Aa vont toujours en diminuant depuis le centre C îf* 
jufqu’cn A, & qu’au contraire dans les Hyperboles oppofées 
* clics vont toujours en augmentant à mefure qu’elles s’éloi- *Art.i4. & 
gnent du centrée. • " 

Corollaire I. 

I J î.» De-La on tire ( /g. 68, 69 , 70.) une nouvelle manière de 
mener une tangente pr un pint donné A fur une Scélion Co- 
nique donnée. Car ♦ ayant mené par ce pint un diamètre Aa, *Art. 148. ^ 
& trouvé une double ordonnée MPM à ce diamètre > il eft 
clair * que fi l’on mene par le pint A une parallèle à MM , *Art.io, lo, 
elle fera tangente en ^ . 44 ^ 

S>, l. iz , IL 

Corollaire II. 7.111. 

D E-LA on voit encore comment une Eliipfe ou les Hypr- 
boles oppofées ( /g. 67 , 70 , 7t. } étant données avec un de 

L ij 
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leurs diamètres quelconques Aa ; on peut trouver le diamètre 
Bh qui lui eft conjugué. Car il n y a qu’à mener par le centre 
C une parallèle Bh aux ordonnées à ce diamètre . 

Ou bien; foit- 5 Me diamètre donné, & qu’U faille trouver 
Ibo conjugué Aa . Ayant ciré MM parallèle k Bb Sc terminée 
par la Sedlion , on mènera par fon point de milieu P, & le 
milieu C de Bb, le diamètre cherché Aa . 



C O R O T. î* A 1 R E II L 

* J 4 * N E Hyperbole MAM (fg jo } étant donnée , avec un de 

/es féconds diamètres Bb de poütion ;en terminer la grandeur, 
& trouver en même temps la pofition de fes ordonnées. 

On cherchera le premier diamètre Aa conjugué au fécond 
Bb , par le moyen de la féconde maniéré du Corollaire préce. 

dent ; & ayant fait AP *Pa , PM -^CA . CB ouCb . Il 
•^t8r» ^ eft clair * que Bb fera la grandeurdu fécond diamètre Bi,Sc 
* **' que fes ordonnées feront parallèles au diamètre Aa . 

PROPOSITION X. 

Problème. 

D ‘UN point donné T bon une StHion Conique donnée , 
Fie. LXXlI. mener deux tangpntei TM, TM, d cette SeSHon, 

X>XXI II. 

Pour la Parabole. 



* Art. 148. Ayant mené {ftg. 71.) par le point donné T * un diamètre 

qui rencontre la Parabole au point A,ôc pris fa partie AP 
*Art. I { I. à AT > on tirera par le point P * une parallèle aux or- 

•Art.i^. données qui rencontrera "4 la Parabole en deux points M, M » 
par Icfquels & par le point donné T on tirera les droites TM, 
*Art. 1U& TM, qui feront * les tangentes cherchées . 

Pour l’ E l l i r s e. 



*Arr. 148, Ayant mené (fig.yS-) par le point donné T */Ie diamètre 
Aa, & pris CP troificme proportionnelle à CT, CA s on lue- 
nera par le point P, une parallèle aux ordonnées qui rencon- 
*Art. J44- trera * l’Eilipfe en deux points M, M ; par Icfquds & par le 
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point donné T on tirera les droites TM^ TM ^ qui feront * •^rf.17. c!r, 
les tangentes cherchées . ^ * 

Pour l’Hyperbole & les Hyperboles 
oppose'es. 

Ayant mené {jig. 74.) par le point donné T , * le diamètre *jirt. 148. 
Aa , dont on déterminera la grandeur * s’il eft un fécond dia- 
métré : on prendra CP troifiéme proportionnelle à CP , CA 
( du même côté du point donné T, par rapport au centre, 
lorfque ce point tombe dans l'un des angles faits par les alÿmp> 
cotes ; & du côté oppolé , lorfqu il tombe dans l’un des at^les 
à côté ) : & l’on mènera par le point P une parallèle aux or- 
données qui rencontrera * l’Hyperbole ou les Hyperboles op- 144. 
pofées en deux points M, M; par lefquels & par le point 
donné T, on tirera les droites Tilf, TM, qui feront * les*^rf. m. 
tangentes cherchées . 

Si le point donné tomboit fur le centre C , les deux tangen- 
tes feroient alors * les alÿmptotes CG, Cg , &on les tireroit 108. 
comme l’on a enlêigné dans l’art. 1 50. Et enhn fi le point don- 
né tomboit fur une alÿmptote comme en 5 , on tireroit par le 
pmnt H milieu de CS , une parallèle HM à l’autre afymptote 
CG, laquelle rencontreroit * l’Hyperbole en un point , par •^rt. 104. 
où & par le point donné S, on tireroit une droite SM qui fe- 
roit * une des tangentes cherchées ; & l’autre (croit l’afymp- *^rt. 107. 
tote même Cg fur laquelle fe trouve le point donné S. 

Corollaire I. 

‘^^MMEla ligne MPM parallèle aux ordonnées rencontre 
toujours * la Sedlion en deux points i»f , M, également éloi- •urt. 144. 
gnés de part & d’autre du point P, & non en davantage} il 
s’enfuit qu’on ne peut mener d’un point donné T hors une Sec- 
tion Conique que les deux taMcntes TM, TM. D’où il ell 
évident que le diamètre qui pafie par le point de rencontre T 
de deux tangentes, coupe^ par le milieu en P la ligne MM qui 
joint les points rouchans) & réciproquement que le diamètre 
qui coupe par le milieu en P une ligne droite MM qui joint 
les points touchans de deux tangentes MT , MT , pafie par 
leur point de rencontre T . 

L «i 
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Corollaire IL 

I J 7* TP O D T E s les tangentes de la Parabole ( fig. 72. ) fe rencon- 
trent deux à deux, étant prolongées autant qull ed neceflai- 
re. Car fi Ion joint deux points touchans quelconques M, M, 
par une ligne droite , & qu après l'avoir coupée pr le milieu 
en P, on prenne fiir le diamètre qui pfie pr ce point, ÔC 
qui rencontre la Parabole en la partie AT égale à AP’, ü 
cti clair que les deux tangentes MT y MT y qui pafièat pat 
les points M, M , (c rencontreront en ce point 7 '. 

Corollaire III, 

jjS.Jl eft encore évident (Jfg. 74.) que toutes les tangente» 
d’une Hyperbole le rencontrent deux a deux, étant prolongées 
autant qu’il eft neceffaire ; & toujours au dedans de l'angler 
fait parles afymptotes. Car fi l'on joint deux point touchant 
quelconques M, My par une ligne droite , & qu après l'avoir 
coupée par le milieu en P, on prenne fur le diamètre qui paf- 
fe par ce point & qui rencontre l’Hyperbole en A, la partie 
CT nrâfiémc proportionnelle à CP, CA; il eft clair que les 
deux tangentes MT, MT, fe rencontreront en ce point T, 

• lequel fera toujours *au dedans de l’angle fait par 'es afym-' 

ptotes, puifque le demi.diametre CA tombe au dedans de 
cet angle. 

Corollaire IV. 

1 J 9 * T* O U T ES les tangentes d’une Ellipfe ou des Hyperboles op- 
pofées (jîjf. 73.74 ) fe rencontrent deux à deux, lorlquehs 
ligne qui joint les deux points touchans ne pafie ponnt par le ' 
centre r fçavoir , celles de l'Ellipfe du même côté du centre 
par rapport à cette ligne, & celles des Hyperboles oppofées 
de Tautre côté . Cela fe prouve par le moyen de la Propofi- 
tion cy-deffus , comme l’on vient de faire voir dans les deux 
Corollaires précedens . ' 

PROPOSITION XL 
Problème . 

1 6c. Une SeEîhn Conique étant donnét , en trtuvee mn dia- 
tnetre qui fajfe de part ou d'autre avec fet ordonnées des 
angles égaux à un angle donné. 
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Pour la Parabole. 

Ayant trouvé * un de fes diamètres AP f on mènera par 
fon origine A, la ligne A^, qui fefle avec AP de part ou d ’au- 
Xre l’angle PA.Vêgai à Tanglc donné , & qui rencontre la Pa- 
rabole au point A'. Ayant divifé AA/^ par le milieu en O , & 
tiré OM parallèle à AP ; je dis que la ligne MO cft le dia- 
•métré qu’on ^lerche. • 

Car I". Tous les diamètres d’une Parabole devant être 
parallèles entr’eux, fclon la définition feptieme du premier 
Livre, il s’enfuit que MO fera un diamètre i puifque AP 
en efb un . 

2°. La ligne AN terminée par la Parabole étant coupée en 
deux parties égales par le diamètre MO , elle lui fera * or- 
donnée de part Ôc d’autre. 

3". A caufe des parallèles MO , AP , l’angle MOA que fait 
le diamètre MO avec (ôn ordonnée OA , fera égal à l’angle 
pAWqui a été fait égal à l’angle donné . Donc &c: 

- Si l’aogle donné efl droit, il eft manifeûcque le diamètre 
MO qu’on trouvera par nette méthode fera * l’axe de la Pa- 
ràhole^ 

Pour LES autres Sections- 

. Ayant trouvé * un de leurs diamètres & décrit fur 
ce diamètre de part ou d’autre uo arc de cercle AJVa capable 
de l’angle donné ou de ipn complément à deux droits; on mè- 
nera du point fV où il rencontre la Seâion aux deux extrémi- 
tés A, a, du diamètre Aa, les lignes JVA ^ Na; par les 
milieux desquelles O, & par le centre C, on tirera deux 
diamètres, Afm, Si. Je dis que chacun de ces diamètres 
ra de part ou d’autre avec fes ordoonées des angles égaux à 
l’angle donné. 

Car la ligne AA? terminée par la Seélion , étant coupée en 
deux également au point O par le diamètre Mm , elle fera * 
ordonnée de part & d’autre à ce diamètre; Or le diarhetrô 
Mmeft parallèle à la ligne Na y puifqu’il dtvilé par le milieu 
anx points C, 0 , les lignes Aa , AN ; & partant l’angle mOA 
que fait le diamètre Mm avec fon ordonnée AO, fera égal à 
l’angle ANa, qui par la conftruéfion cft égal à l’angle donné, 
•ou à fou complément à deux droits. On prouvera de même 



*Ayt-T4tt. 
Fks. LXXV. 
LXXVI. 



144. 






* Art . t4(î. 

Fic.LXXVII. 

LXXVIU. 

LXXIX. 

LXXX. 



* Art. 144. 
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que le diamètre Ss fait avec fon ordonnée un angle égal ï 
l'angle donné, ou à fon complément à deux droits . Donc &c. 
•Df/.ii, II. lleftvifible i®. Que le diamètre 5 / eft * conjugué au dia- 
& 14- in* métré Mm -, puifqu^l eft prallcle à ion ordonne'e ON . i”. Que 
• ^rt. î8. & les diaoKtres conjugués Mm , J/ , deviennent * les deux axes , 
lorfque l’angle donné eft droit. 

PROPOSITION XII. 

Problème . 

àiametre d‘ une SeSiio» Conique étant donné , avec 
jon paramétré ^ & la pofition de fet ordonnées , & f/acbant 
de plus fi c'efi un premier ou fécond diamètre lorfqu'il s'agit 
de l'Hyperlole ; décrire la SeSiion par une méthode unifor- 
me pour toutes les trois. 

PREMIERE Manie' RE. 

*Urt. 17. -potir la Parabole . Ayant trouvé * l’axe AP , fon origine 
F1G.LXXXI. A, ôc (ots paramétré que l’on prendra fur l’axe prolongé 
du côté de fon origine ; on mènera par le point G une ligne 
droite indefinie DD perpendiculaire à PC. On fera mouvoir 
enfuite une ligne droite indéfinie DM le long de CD toujours 
parallèlement à AG, en entraînant par fbn extrémité D le 
■ côté DA de l’angle droit DAM, mobile fur fon fommet A 
autour de l’origine A de l’axe AP. Je dis que l’interfêélion con* 
tinuelle M de la ligne DM & du côté AM, décrira dans ce 
mouvement la Parabole qu’on demande. 

Car menant Af/* perpendiculaire à l’axe, les triangles rê- 
élangles AGD , MP A , feront femblables ; puifque chacun 
des angles G./ 4 D, PMA, étant joint à l’angîe P AM, vaut 
un droit. On aura donc AC. GD ou PM :: PM. AP. D’où 
*Art. 7. il fuit que PM = CA x APi & qu’ainfi PM eft une * or- 
donnée à l’axe AP. 

On a déjà donné cette conftruélion dans le Livre premier 
article 2^, d’une maniéré qui convient à tous les diamètres : 
On ne la répété ici , & on ne la reftraint à l’axe , que pour 
en faire voir la liaifbn & le rapport qu’elle a avec celle qu’on 
va donner pour les autres Seftions. 

Potfr. 
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Pour les autres Secims. Ayant trouvé entre le diamètre 
donné & fon paramètre une moyenne proportionnelle , & 
l’ayant placée en forte qu’elle foit parallèle aux ordonnées, & 
coupée en deux également par le centre ; il elt clair * qu’on "ûf/.ij, II. 
aura deux diamètres conjugués; par le moyen de/qucls on 
cherchera * les deux axes, & enfuite le paramétré de celui & 

des deux qu’on voudra dans l’Ellipfe , & du premier dans 
l’Hyperbole. Cela fait. 

On prolongera dans rEHipfc , & on coupera dans l’Hy- Fie. Lxxxii. 
perbole l’axe .<44 en G; en forte que aG foit à CA, comme 
l’axe Aa eft à fon paramétré. Ayant tiré par le point G une 
perpendiculaire indéfinie DD à l’axe .<4<i , on fera mouvoir 
le point D le long de cette ligne , en entraînant avec lui la 
ligne droite Da mobile autour de l’extremité a de l’axe Aa, 

& le côté DA de l’angle droit DAM mobile fur fon fommet 
A autour de l’autre extrémité .<4 de l’axe Aa. Je dis que l’in- 
tcrfcélion continuelle M des lignes AM, aD , décrira dans 
ce mouvement la Seflion requife. 

Car menant perpendiculaire fur l’axe Aa, les trian- 
gles fomblables aPM, aCD, donnent aP . PM :: aG. GD. 

Or les triangles rectangles AgD, MP A, font femblables; 
puifque chacun des angles gAD\ PMA; étant joint à l’an- 
gle PAM, vaut un droit ; Et partant AP. PM GD. gA. 

Si donc l’on multiplie les Antecedens & les Confoquens des 
deux premières raifons, par ceux de ces deux dernières ; on 

aura aP x PA. PM* :: aG x GD. GD x GA :: oG. GA, 



cefl à dire , comme l’axe Aa eft à fon paramétré . Donc 



* &c. 

11 eft à remarquer que plus le point D s’éloigne du point 
G fur la ligne DDÿ plus l’angle PaM augmente, -& plus 
au contraire l’angle PAM diminue ; de forte que les lignes 
aM, AM, deviennent parallèles dans l’Hyperbole , & fe 
coupent enfuite de l’autre côté de la ligne DD , où elles dé- 
crivent par leur interfeélion continuelle l’Hyperbole oppofée . 

Si l’on conçoit dans J’Ellipfe & dans l’Hyperbole, que le 
point a s’éloigne à l’infini du point , ou (ce qui eft la même 
chofe ) que l’axe Aa devienne infiniment grand } les lignes 
gA, Da, qui ne fe rencontrent que dans l’infini , peuvent 
être regardées comme parallèles; ainfi cette dernicre conftru- 

M 



*Art.^i. & 

8i. 
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élion retombe dans le cas de la précédente. Ceft pourquoi 
l'Elliplè ou l’Hypcrbéle deviendroit alors une Parabole qui 
auroit pour paramétré la ligne AG ] & par confequcnt on peut 
regarder une Parabole , comme une Ellipfe ou une Hyperbole 
dont l’axe cft infini; fçavoir, le premier dans l'Hyperbole, 
& celui des deux qu‘on voudra dans rEllipfe . 

Seconde Manie' re. 



F î YYTTV Parabole. Soit un triangle ifofcelle H AL, dont 

^Tuo des côtés AH fait Ctué fur le diamètre donné AP pro- 
longé indéfiniment de part & d'autre de fon origine A, ôc 
l’autre côté AL fur la tangente indéfinie LAL qui pafle par 
> le point A. Soit conçûë fa bafe JIL fc mouvoir toujours pa- 
rallèlement à elle même en entraînant par l’une de fes extré- 
mités L la ligne indéfinie LAf parallèle à AP, & par l’autre 
extrémité H la ligne HF parallèle à AL & égale au para- 
métré donné du diamètre AP, laquelle entraîne aulfi par 
fôn extrémité F la droite FA mobile autour du pant fixe . 4 . 
Je dis que l’interfèétion continuelle M des deux droites FA 
LM, décrit pendant que la ligne HL fc meut dans l’angle 
HAL & fon oppofé ou fommet, la Parabole MAM qu’on de- 
mande. 

Car menant l’ordonnée MP au diamètre AP, les triangles 
femblables AHF , AFM , donnent AH ou AL ou PM. 

• Art.j. & •• f ^ prenant Pm' = AP x HF. Donc * 

&c. 

On doit obferver que le point H doit tomber au delà de 
l’origine A du diamètre AP-, lorfque les points F, L, tom- 
bent de part & d’autre de ce diamètre . 

FIC.LXXXV, Pour les autret SeFiiom. La conftruélion eft la même que 

Lxxxvi. pçyr lu Parabole, à l’exception que la ligne LM doit tour- 
ner autour de l’autre extrémité a du diamètre donné Aat 
au lieu que dans la Parabole elle lui eft parallèle . On fup- 
pofë dans l’Hyperbole que le diamètre donné eft un prem'ier 
diamètre; car fi c’étoit un fécond, on trouveroit félon l'arti- 
cle 115 du Livre troifiéme, le premier qui lui eft conjugué 
& fon paramétré. 

Car menant MP ordonnée au diamètre Aa, les triangles 
femblables aPM , a AL , & APM , AHF , donnent aP, 
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PM" a A. AL ou AH. Et AP. PM-.: AH. HF. Et par- 
tant , fl l'on multiplie les Antecedens & les Coofèquens des 
deux premières raifons par ceux des deux fécondés , on aura 

aP X PA. PM -.:aAx AH . AH x HF :: aA . HF . Donc 



*&c. 

Il faut oblêrver que les points H, a, doivent tomber de 
part & d’autre du point A dans l’Elliplê , & du même côté 
dans l’Hyperbole, lorfque les points F^ L, tombent départ 
& d'autre du diamètre Aa. 



ii8. 



Corollaire I. 

1 gi. T^ e-L A on voit comment un diamètre Aa étant donné 
avec une de lès ordonnées PM; on peut trouver fon paramé- 
tré HF. Car i®. Dans la Parabole on prendra fur le diame-Fic.LXXXl\ri 
tre AP la partie AH égale à PM > & ayant tiré la ligne HF 
parallèle à P3f , & terminée en F par la ligne AM tirée de 
l’origine A du diamètre par l’extremité M de l’ordonnée j il 
e(l clair que cette ligne HF fera le paramétré du diamè- 
tre AP. 

2®. Dans les autres Scélions, on mènera par l’une des ex- Fig.lxxxv. 
tremités a du diamètre donné Aa la ligne aM qui rencontre 
la tangente AL , qui palTe par l’autre extrémité A , au point 
Li ôc ayant pris fur le diamètre Aa la partie AH égale à 
AL, on tirera HF parallèle à PM, laquelle rencontrant en 
F la ligne AM, fera le paramétré du diamètre Aa . 

Corollaire IL 

1 ^ 3. tire de la féconde maniéré qu’on vient d’expliquer, une 
méthode uniforme & trés-exaéle dans la pratique de décrire 
une Seétion Conique par plufîeurs points. La voici dans l’£I- 
lipfe ; & elle fervira de Réglé pour les autres Sedlions. 

Ayant pris fur la tangente AL, qui paffe par l’une des Fig,LXXXVII 
extrémités A du diamètre donné Aa, la partie AO égale à 
fon paramétré , & mené une parallèle indéfinie GF à Aa-, 
on tirera librement par le point A autant de lignes droites 
AF , AF , &c. qu’on voudra. Ayant pris fur la tangente in- 
définie les parties /IL, AL, &c. égales aux correfpon- 
dantes GF , CF, &c. & mené leî droites aL, aL, &ci je 
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dis que les interfcéèions M, M, &c. des droites correfpotv 
dantes FA, La, FA, La , &c. feront des points de l’Ellip- 
fe qui a pour diamètre la ligne Aa, pour tangente la ligne 
AL , & pour paramètre du diamètre Aa la ligne AG . Cela 
eft vifible en menant FH parallèle à AG , & tirant la ligne 
HL par le point L correfpondant au point F. Car le triangle 
* H AL lèra ifofcelle; puifque * AL eft égale à GF ou AH, & 

HF fera égale au paramètre du diamètre Aa : c’eft pourquoi 
cette conftruâion retombe dans celle de la fécondé des deux 
manières précédentes . 

Comme les lignes GF , AL , deviennent fort grandes , lorf- 
qu’il s’agit de trouver des points M qui foient proches du point 
4 ; on pourra fc lêrvir , pour trouver ces points , de la tangen- 
te 4/ qui pafte par l'autre extrémité a du diamètre Aa, & de 
la ligne gf parallèle à Aa , comme l’on voit dans cette figure . 

Si l’on mene les ordonnées AfP, MP, ôcc. parallèles à la 
tangente AL , & qu’on les prolonge de l’autre côté du diamè- 
tre Aa en M , M , &c. en forte qu’elles foient coupées cha- 
*Art.4i. cuDC en deux également par ce diamètre > il eft clair * que 
ces nouveaux points M, M, &c. feront encore à la même Ef- 
lipfe. 

On pourroit fc fervir d'une même ouverture de compas CF 
ou AL pour marquer fur les lignes GF j autant de points 
F , F y &c, L, L, &c, qu’on voudra; car par ce moyen 
toutes CCS petites parties étant égales entr’elles , chaque GF fe- 
Toit égalé à la correfpondante AL s ce qui eft le fondement de 
la démonftration. 

PROPOSITION XIIL 
Thcorêrac. 

a deux droite i MN , AR , Urmméet par une SeHlctr 
Fic.Lxxxtiin Conique , lefqueJies fe rencontrent en un point P, & qui foient 
Lncxix.xc- J droites données de pojition ; je dis que le rec- 

tangle MP X PN fera toujours au reHangfe AP x PR en 
raifon donnée en quelque endroit de la Sefi'son que puiffent tom- 
ber Us droites MN , AR . 
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Pour la Parabole. 

Srâenc les tangentes C£ , £5, qui fc rencontrent 

au point £, parallèles aux droites MH, AR : je dis que MP x 
TH. AP X PR :: ci' . Ëb\ 

Car ayant mené * par le point G milieu de MH le dia- 
mètre CG , & tiré par Ton origine C la parallèle CB à MH ; 
il eit clair * qu’elle iêra tangente en C . On mènera de la 
mêiné forte la tangente EB parallèle à AR , que l'on prolon- 
gera julqu’à ce qu’elle rencontre le diamètre CG au point K i 
& tirant par le point touchant £ l’ordonnée EL , on aura 
KC = CL', & par confequent KB = BE . On tirera enfui- 
te AD ordonnée , &c AF parallèle au diamètre CG, & on 
nqmmera les données KB o\xBE , w ; BC , « ; CK , e ; le 
paramétré CH du diamètre CG , p; & les indéterminées AP , 
Xi PM', y, AD, r ; CD, s. 

Cela pofé , les triangles femblables KBC , AP F , donne- 
ront PF = , AF ou DG = : Et par confequent CG 

= , GM ou GH r , PN ou GN-^GP 

=/ -4- ^ ir 3 MP X PN-=.yy -4» ~y iry, GM — 
yy^i^y^ 2 ry ^ XX ~ X rr. Or * CD (/). CG 
(rr). GM =rr^^x:=rr^^x, 
puifque AD ( rr ) =s= CD x CH(ps ) . Et comparant enlcm- 
ble ces deux valeurs de G3f , on formera l’équation yy •*- ~y 

= 0 , qui convient égale- 
ment à tous les points de la Parabole , lor/que la ligne AR 
tombe au delTus du diamètre CG , & que le point d’interièc- 
tion P tombe entre les points A, R. 

Maintenant û l’on fait dans cette équation y=o, on aura 
(en effaçant tous les fermes où. y Ce rerxxrntre) ^xx •*‘~x 
— -^ * = 0 • D oh l’on tire a? = *-^ — ~ =AR; puif- 
que PM ( y ) devenant nulle ou zéro , il eff clair que AP(x) 
devient AR. Donc AP xPRz=’.^x — ^x — xx -, & 
par confequent MPx PN (yy ^y iry) . AP x PR 

M iij 



148. 



* .Art. 10. & 
II. 



*.Art.i.u &. 
13 - 



*.Art. 8 . & 
20. 
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X — ^ Af — XX :: CB ( nn ) . E B ( mm ). puifqu’en 
multipliant les extrêmes & les moyens, on retrouve l'équa- 
tion precedente. Or comme les tangentes CB , BE demeurent 
toujours les mêmes , en quelque endroit de la Parabole que 
tombent leurs parallèles MAT, il s’enfuit &c. 

11 peut arriver diffcrenscas , félon les differentes polirions 
des droites MBf, AR\ mais comme la démonftration demeu- 
re toujours la même, & qui! ne peut y avoir de changement 
que dans quelques lignes , ou dans quelques termes qui s’éva- 
noüiflènt , je ne m’arrêterai point à les expliquer en détail . Oi> 
doit obferver la même ebofe dans les deux autres Seélions» 



Pour les autres Sections, 



I n 



Ayant mené {jig. fp. 90, ^i. ) les deux demi diamètre CO , 
CB , parallèles aux droites AR » je dis que MP x PAT. 
APn PR::CÔ\ Cb\ 

Soit mené le diamètre CG qui aie pour double ordonnée 
MN, fur laquelle foient abaiffées les droites BE , AD , pa- 
rallèles à MNi & ayant tiré AF parallèle à CG , foient nom- 
mées les données CP, my BE, n\ CE, a & le demî diame- 
tre CK, t ; fon demi-conjugué Co, r ; & les indéterminées AP^ 
x^’, PM,j\ AD, r\ CD, r. 



Cela pofé, ley triangles Icmblables CBE, APF , donneront 
PP— AF ou DG = Par cooféquent dans l’Hyper- 
bole ou les Hyperboles oppofées ( jig. 90. & pt.) on aura CG 

— s, GM ou GN — J’*‘ ~ — r , PATou GAT-^GP 

— — ir P MP*. P Ar= JJ — ar/. G M 

jirx.%x. &=yy’^^y -z2p tij 

CK {xt'»‘tt).CG CK {p^'^^^’^ss^tJ)v.AD 

■ rrr r X» ^ %9Ctmt n 

(rr). GM = rr-v ,,..,4;—;; = rr H > 

*Art.Si. & en mettant pour fa * valeur . Et comparant enfem- 

118 * $ è ^ ^ 

blc ces deux valeurs de GAf , on formera l’équation// ^ 

... xnrtt *tctt „ Anriflo. 

üti • — 2ry — XX x = a, oansia- 

fn J / • xix»rr mtt 

quelle mettant à la place de nntt —cccc fa valeur cett C'I «ut 
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imaginer 1‘HjperboIc conjuguée qui pafTc * par l’extremité B, * Art. 134. 
lorfquc CB eft la moitié d’un fécond diamètre ) tirée de ce que 
*Cê‘ Ëb' (un) :: CK* (ttj . CÔ’ (cc). & 

on aura celle-ci r» • — iry si.xx — '** ***11. ’ 

jc=o, qui convient a tous les points de la Section, lorlijue les 
points R, tombent de part & d’autre du diamètre CG , 

& que le point cTinterfeciion P tombe entre les points A, R. 

Maintenant fi l’on fait dans cette équation / = 0 , 00 
aura ( cn eff’açant tous 'les termes où y fe rencontre) ~xx 

^ ~o t d’où Ton tire *• = 

= AR, puifquc PM(jf) devenant nulle ou zéro, il eft^dairque 
AP (x) devient A R. Donc APhBR{ x — xx). 

MP X PN (yy ‘~^y — xry) v.'cB (mm ) .'cÔ\cc) . Car 
multipliant les extrêmes & les moyens de cette proportbn , 
on retrouve Téquation précédente . Or comme les demi-dia- 
metres CO , CP , demeurent toujours les memes en quelque 
endroit de la Seétion que tombent leurs parallèles MN AR • 
il s’enfiiit &c. 

Je ne mets point ici en particulier le calcul pour rElIipfe 
parce qu’il ne différé de celui de l'Hyperbole qu’en quelques 
lignes. ^ 

Corollaire I. 

^ S * L y a deux lignes droites AR^ terminées par une Ftc. xcii. 
Scaion Conique, lefquelles Ce rencontrent en un point P; & 
qu on mene par tout où l’on voudra deux autres droites FG 
'■alleles aux deux premières , & terminées aufli par 
la Seélion , lefquelles fe rencontrent en un point ;0 ; il eft 
dair que MP x PN . AP x PR x JBO x ûB. 

^r les deux droites AR, BD, étant parallèles entr’elles, 
feront parallèles à la même droite CZ donnée de pofition- 
aufli les deux droites MN, PG,’ à la même droite 
CT donnée pareillement de pofition. 

Corollaire H. 

3 ^ parallèles AR, BD, terminées par une Se- 

ction Conique, le/quelles rencontrent aux points E, une 
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ligne droite FG terminée par la meme Seélion j je dis què 
FE X EG . AE X ER :: F^x QG . . Car conce- 

vant dans le premier Corollaire que MN tombe fur FG, il 
eft clair que les reélangles MP x PN, AP x PR , devien- 
nent FE X EG, AE X ER. 

Corollaire III. Pour le Cercle. 

167. o« peut tirer de ce Theorême la propriété du Cercle, qui 
Fie. xciii. eft fi connue de tous les Geometres ; Ravoir que fi par un 
point quelconque P pris au dedans ou au dehors d’un cercle , 
on mène autant de lignes qu’on voudra AR , MN, HL, &c. 
terminées par la circonférence, les reélangles AP x PR, MP 
xPN, HPxPL, &.C. feront tous égaux entr’eux . Car me- 
nant les demidiametres CB, CO, CD , &c. parallèles à ces 
lignes, il eft clair par le Theorême , que tous reélangles fe- 
ront entr’eux , comme les quarrés de ces demi-diametres ou 
rayons, lefqucls par la propriété eficatielle du cercle font cous 
égaux eotr’eux. 

Corollaire IV. Pour la Parabole, 

168. S’il y a une ligne droite MN terminée par une Parabole,' 
Fk.Xciv. & qu’on mene par un des points quelconques A de la Para- 
bole un diamètre AF qui rencontre cette ligne au point F : je 
dis que le reélangle MF x FN eft égal au reélangle de 
par le paramétré CH du diamètre CG , qui pafle par le mi« 
lieu de MN. 

Car concevant dans le Theorême que AP tombe fur AF, 
il eft clair que la ligne PF ( s * ) devient nulle ou zéro , & 

Ï u’ainfi ^ = 9. C’eft pourquoi eftà^ant dans l’équation à la 
'arabole yy —y •*“ xk ^ ^ x — ^ x=.t , 

tous les termes ou î le rencontre , on en formera celle-ci yy 
^ ^ry — X =P0. Or AF = CHz= p, 6 c MF x 
FN = yy ^ jry . Donc 6 cc. 

Ce n’eft que pour faire voir la généralité du Theorême , 
que j’en déduis cette propriété; car on la peut démontrer 
plus aifement fans y avoir recours , en cette forte . GM 
— GCx CH, ad’ ou Gf’ = DC x ch , & partant GM 

r-GF ou MF X FN = GC — DCx CH = AF * CH. 

CORO LLAIRE 
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Corollaire V. Pour la Parabole. 

1 tfo. T^e-la il eft évident; 

1*. Que s'il y a deux droites MN^ EL^ terminées par une 
Parabole, & parallèles entr’ellcsi & qu’on mené par deux 
points quelconques Af 5 , de cette Parabole, deux diame* 
très AF ^ BP, qui rencontrent ces lignes aux points f, P: 
il e(l évident, dis-je , que MF x PN. EP x PL AF. 

BP. Car le diamètre CG qui pafle par le milieu de MJV, 
pafle au(Ti par le milieu de EL -, & par confequent le rc- 
élangle EP x PL = BP x CH, de même que MF x FN 
= AF X CH. 

Que s’il y a une ligne droite MR terminée par une 
Parabole , & qui rencontre deux de fes diamètres AF , 

BK , aux points F, K, on aura MF x FR . MK x KN 

AF. BK. 

3». Que s’il y a deux lignes droites MR, EL, terminées 
par une Parabole , & parallèles entr’elles , qui rencontrent 
un de Ces diamètres quelconques BP aux points K, P, oa 
aura MK x KR. EP x PL BK. BP. 

Corollaire VI. Pour la Parabole. 

•170. on voit comment on peut décrire une Parabole qui 

pafle par trois points donnés A, M, R, & dont les diamè- 
tres AF, CG, Toient parallèles à une ligne droite donnée de 
pofition; & démontrer qu’il ne peut y en avoir qu’une 
feule. 

Car ayant mené une ligne AW qui joigne deux des points 
donnés M, Ns on tirera par Je troi/îéme A un diamètre 
AF parallèle a la ligne donnée de pofition , & qui ren-’ 
contre la ligne MR au point F, & par Je point de milieu 
C de MN une parallèle gC i AF . On fera enfuite MF 

X FR. MG X GN, ou GAI ::AF. GC. Et ayant pris CH 
troifiéme proportionnelle à CG, GM, on décrira * du para- *oirt.i9. & 
metre CH, & du diamètre CG dont l’origine ell en C, une 
Parabole dont les ordonnées foient parallèles à MR; elle fa- 
tisfera à la queftion . 

Car i". Elle paflera *par les points M, R-, puifquc par *^rr. 7- 6 ' 

N i°‘ 
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la conflrudlion CH x CG = GM ou GN . a“. Elle paflcra par 
le point A', puifque MG x GN. MF x F N:: CG. FA. 3*. Les 
diamètres AF , CG, feront parallèles à la drcHte donnée de 
poHcion . 

Comme la Parabole qui fatisfait au Problème, a necenTàî- 
rement pour diamètre la ligne CG, qui a pour origine le point 
C, & pour paramètre la ligne déterminée CHj il s’enfuit qu’il 
ne peut y en avoir qu'une feule. 

Corollaire VII. Pour la Parabole. 

ï 7 • • 1 L y a deux droites AR, MN , terminées par une Para* 

LXXXVlll Icfquclles fc rencontrent en un point P; & qu’ayant 

fait AP X PR. MP X P N :: AP . PF'. on tire la ligne AF: 
je dis que cette ligne fera un diamètre. Car ayant mené les 
tangentes CP , EB , parallèles aux droites Af Al, ylÆ, & par 
le point touchant C le diamètre CG qui rencontre EB proloti» 
géc en /f; on aura EB ou KB . BC :: AP x PR. MP x PNn 
ÂP . PF*, & par confequent KB. CB :: AP. PF. Les trian- 
gles KBC, ^PF lcront donc fcmblables, & leurs côtés 
VfC, parallèles entr’eux : d’oîi il fuit que la ligne qui fe 
trouve ainlî parallèle au diamètre CG, fera un diamètre; puif- 
*Def.7,\. que dans la Parabole *tous les diamètres font parallèles en- 
tr’eux. 

Corollaire VIII. Pour la Parabole. 

tire du Corollaire précédent une manière de décrire 
une Parabole qui pâlie par quatre points donnés A , M , 
R, N. 

Car ayant joint ces quatre points par deux droites AR, 
MN, qui s’entrecoupent en un point P, & fait AP x PR. 
Art. 170. MP X PN :: AP*. PF ; on tirera la ligne AF, & on déaira * 

une Parabole qui palTe par les trois points A, M> N, & dont 
les diamètres (ont pralleles à la ligne AF. Elle lêra celle qu’oa 
demande» car félon le Xheorême la ligne AP doit rencontrer 
cette Parabole en un point R, tel que AP x PR. MP X P N 

Z 'ÊB, ou 'kB. BC’ :: AP*. ËË*. 



Digitized by Google 



Des trois Sections GoNiquES. 9^ 

Si l’on eut pris le point F de Tautrc côté du point F, on Fic.XCV. 
auroit décrit une autre Parabole qui auroic encore paflc par 
les quatre points donnés. Mais l’on doit remarquer que lorf- 
qu’un de ces points F tombe fur l’un des points donnes M ou 
JV, il ne peut y avoir qu’une Parabole <^ui fatisfaflè; & que 
lorVque tous les deux tombent fur les points , AZ , il n’y en 
peut avoir aucune ; puifqu’alors le diamètre AF de la para- 
bole pafferoit par deux de fcs points , ce que l’on a démontré *Urt.\o. 

* être impofliblc. 

COROLLAIRE IX. 

Pour l’Hyperbole ou les Hyperboles 
oppose'es. 

1 75. 5 ’i L y a une ligne droite MU terminée par une Hyperbole 

ou par des Hyperboles oppofées , laquelle rencontre une alÿm- ^ * 
ptotc CB au point & qui foit parallèle à une ligne donnée 
de polition ; & qu’on tire par un point quelconque A de la 
Sc&on une droite AP parallèle à cette afymptote , & qui 
rencontre au point P la ligne MU : je dis que le reéhngle MP 
X PAZ fera toujours au reélangle i AP x P^ en raifon donnée, 
en quelque endroit de la Seélion que tombent les droites MN^ 

AP. 

Car concevant dans le Theorême (fig 90. 91. ) que le de- 
mi-diametre CP devienne une afymptote , il eft clair * qu’alors 102. 
les trois côtés du triangle CPfi deviennent chacun infini . C’eft 
pourquoi menant 96. 97, ) par l'extremité du diamè- 
tre LK qui paflc pr le milieu de MU y une prallelc KS à 
MN , qui rencontre l’alymptote CP en 5 , on formera un 
triangle CKS dont tons les côtés feront finis , & qui fera fem- 
blable au triangle CBE ; & prtant on aura CK (t). KS ou 

* CO (c) î: ce (e). EB (»). Ce qui donne ce = nt. Si l’on 13. 

met à la place de ce fa valeur »f dans l’équation à l’Hyperbo- 

• • «IK» — trt« f» _ 

y» y — ary ^ xx — x = o 

que l’on a trouvée dans le Theorême , on en formera cel- 
le-ci 77 -H 7 — 2r7 — AT = 0 ou 77 

2r7=: Or en prolongeant AD y s’il eft ne- 

ceflTaire, jufqu’à ce qu’elle rencontre l’alymptote CB en H y les 

N ij 
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. triangles fcmblables, CHS CDH, donneront CK (t). KS 

(c) ::CD (;). DH = Et partant AHouP^ = — - " . 

On aura donc MP x PN(yy — y — iry). 2 AP x 
( x)::EB(n). CB (m) :: KS . CS. Puifqa’en muf- 
tipliant les extrêrhes & les moyens on retrouve l’équation pré- 
cédente. Or les lignes KS , C 5 , demeurent toujours les mê- 
mes en quelque endroit de la Seétion que tombent les droites 

jWTV, parce que le diamètre ZiS: qui paflé par le milieu 

^ Art. 14 ^. de MN, plTe au(fi * par le milieu de toutes les parallèles à 
MN terminées par la SecTion , en quelque endroit qu’elles (c 
rencontrent. Donc, C/c. 

Fie. xcvi. On peut démontrer ce Corrollaire immédiatement , & fans 
avoir recours au Theoiême , eh cette forte. Soient les données 
CK = r, KS ou CO =^, CS=zm, les indéterminées 
’ CD=it ADo{xDl=.r^ AP = x^ PM=y. Les trian- 
gles femblables CSKy APF , donnent PP AF ou 

JDG = -4r; Et partant GM ou GN=y ^ CG = 

~^s. Or à caufe des triangles femblables CKS ^ CDH, 
CG^, on aura CK (t). KS (c ) CD ( t ). DH = -^ :: 
CG ( r }. G.Ç = ~ •4- Et partant Mj^x SlNou 



G^—GM— ^ — 

• Art . 57. AH xHl ou DH -~DÏ — ‘-^ — rr \ d’où l’on 



tire ( en çf&çant de part & d’autre — rr , & tranfpofant 
d’une part tous les termes 0Ù7 fe rencontre ) cette équation 

laquelle étant réduite en 
proportion , donne MP x PN {yy ^ — ■ 2/7 ). 2 AP x. 
P SI ( ^ KS ( c ) . CS (m). Ce qu'il falhit 

montrer. 

La démonftration cft la même pour les Hyperboles oppo- 
fées à quelques Cgnes près . 



COROLLAIRE X. 

Pour l’Hyperbole ou les. Hyperboles. - 

OPPOSE'ES. 

174-X^ Corollaire précèdent. 

W, Xcviii. I®. Que s’il y a deux droites parallèles cntr’clles MN, HG , 
terminées par une Hyperbole ou par des Hyperboles oppo- 
fees, & qui rencontrent une afymptotc C 5 aux. points .Ç, /; 
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& qu’on mène par deux points quelconques ,<4 , B, de la Se- 
ction deux parallèles AP, BD, à l’a^mptotc C 5 , qui ren- 
contrent ces lignes aux points. P, D: les rcdtangles MP x 
PN, 2 AP X feront entr’eux, comme les rcdtangles HD x 
DG, iBD X DJ-, & partant on aura MP x PN. HD x DG 
:: AP X P^. BD x D/. 

2*. Que s’il y a deux droites parallèles entr’elles MN, HG, 
terminées par une Hyperbole ou par des Hyperboles oppofées, 
& qui rencontrent une a/ÿmptote CS aux points^, /> & 
qu’on mene par un point quelconque A de la SeCtion , une pa- 
rallele AO à CS, qui rencontre ces lignes aux points P , O: 
on aura ( en concevant dans le cas précédent que BD tombe 
fur AP ) cette proportion , MP x PN. HO x OG :: AP x 
PJl, AO X 01 :: AP. PO. quifque P^lj=iOl. 

3*. Que s’il y a une ligne droite HG terminée par une Hy- 
perbole ou par des Hyperboles oppofées ; & qui rencontre 
une afymptote CS en J-, & qubn mene par deux points quel- 
conques de la Seétion A, B, deux parallèles AO, BD, à CS, 
qui rencontrent cette ligne aux points O, D; on aura HO x 
OG . HD X DG :: AO x Ol. BD x DI. Cela eft encore une 
fuite du premier cas, en concevant que la ligne tombe 
fur HG . 



Corollaire XI. 

l’on conçoit qu’une ligne droite BD qui rencontre une Fie. XCll. 
Scéiion Conique en deux points B, D, fe meuve parallèle- 
ment à elle même jufqu’à ce qu’elle raie la SeClion, c’eft à 
dire, jufqu’à ce qu’elle devienne la tangente Z, J : il eft clair 
que les deux points d’intericélion B, D,fe réüniflent alors au 
point touchant & qu’ainfi on peut conCderer un point tou- 
chant comme deux points d’intericélion qui tombent l’un fur 
l’autre. Or cela pofé, on voit naître des Corollaires i , z, 5, 

10, plufîeurs cas dont voici les principaux. 

I*. S’I y a deux tangentes KS, DS, qui fe rencontrent en 
un point S , & deux autres droites MN, AR, parallèles à 
ces tangentes & terminées par la Seflion , lefquelles fe ren- 
contrent en un point Pi je dis que MP x PN. AP x PR 

:: KS . LS . Ceci a été démontré dans le Theorême à l’égard 

de la Parabole : mais pour les autres Seéboos, concevant dans ' ■ 

N iij 
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le premier Corollaire que FG tombe fur la tangente KS , 6c 
bd fur LS; il cft clair que les deux points d’interfedLon F, 
G, fe rcüniflent au point touchant IC, comme aufli les deux 
B , D , au point touchant L ; & qu’ainfi les rcétanglcs 

** deviennent les quarres KS\ LS\ 

a^ Si dans une £Hip/ê ou dans des Hyperboles oppofées , 
Ibn inene une tangente TX parallèle à KS, & qui rencontre 
SL au point X, on prouvera comme dans le nombre précé- 
dent , que MP X PN. AP x PR TX . LX. D’où il fuit 
que "H*. Ts :: Tx\ LX. Et KS . SL :: TX.LX. Ceft à 
dire, que fi deux tangentes parallèles K5, TX, rencontrent 
une tro)fiéme tangente LS aux points S, X, on aura KS . 
LS :: TX . LX. ou KS . TX :: LS . LX . 

3 °. Si dans une Ellipfe, dans une Hyperbole ou dans des 
Hyperboles oppofées, il y a deux tangentes KS , ZJ , qui fe 
rencontrent en un point S, & qu’on mene deux demi-diamO- 
très cr, Cz parallèles à ces tangentes > je dis qu’elles feront 
entr’elles comme ces deux demi-diametres. Car ièlon le Théo. 

rême CT . CZ :: MP x PJV. AP x PR :: KS . LS , félon le 
nombre premier. Et par conlêquent CT. CZ :: KS. LS. 

4 °. S’il y a deux droites AR , FG , terminées par une Se- 
ftion Conique, lefquclles rencontrent deux tangentes Kl, LO , 
qui leur /bient parallèles, aux points I, 0\ je dis que FO x 

OG. LO :: Kl . AI*. IR. Ce qui eft évident en concevant 

dans le premier Corollaire que BD devient la tangente LO-, Sc 
MN , la tangente Kl. ' 

5 “. S’il y a deux parallèles AR, BD , terminées par une- 
SedTion Conique, le^uelles rencontrent une tangente ZfWaux 
points /, H; je dis que Kl . AIx IR :: KH . BHx HD, ou 
K 1. KH :: Alu IR. B H x HD. Ce qui eft une fuite du lê- 
cond Corollaire, en concevant «que la ligne FG tombe fur la. 
tangente KH. 

6'. Si l’on fuppofe dans fe nombre précédent que Ta Seélion. 
Cotxque foit une Hyperbole , & que la tangente HK en foie 
une afÿmptote i les rcftangles BH x HD , AI x IR devieo- 
• Art. loS. dront égaux entr’eux. Car fe point touchant K fera * alocs 
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infiniment éloigné des points H, Ji & par confequent les 
droites infinies HK , IK , qui ne different entr elles que d’une 
grandeur finie f/ 7 , doivent être regardées comme égalés. Ce- 
ci a déjà été démontré dans l’article 97. & on ne le répété icr 
que pour fervir de preuve à ce que l’on vient de dire, & pour 
faire voir qu’on arrive Ibuvent aux mêmes vérités par des rou- 
tes bien différentes. 

7°. S’il y a deux tangentes KS , LS , qui fe rencontrent en 
un point S, avec une ligne droite AR terminée par la Se- 
étion, parallèle à l’une d’elles LS , 6 t qui rencontre l’autre KS 

en un point 7 ; je dis que Kl . Alit IR KS . LS . Cela eft 
vifible en concevant dans le fécond Coroll.'iire que les lignes 
fG, BD, tombent fur les tangentes KS, LS. 

8®. S’il y a dans une Ellipfe ou dans les Hyperboles oppofées 
deux tangentes parallèles K / , TV , qui rencontrent aux 
points ly, une ligne AR terminée par la Seélion aux poipts R, 

il i je dis que Kl . Al x IK :: TV . RV x VA. Cela fuit 
encore du fécond Corollaire en imaginant que les parallèles 
MN , FG , tombent fur les tangentes Tf/, Kl. 

9*. S'il y a dans une Parabole deux parallèles MN, CH, Fic.xciv. 
dont l’une fbit tangente en C, & l’autre fbit terminée par la 
Parabole; & qu’on mene par deux points quelconques , B, 
de la Seétion , deux diamètres, AF, BO qui rencontrent ces 
lignes aux points /?, O: il eff clair en concevant dans les deux 
premiers nombres du Corollaire fixiéme que EL tombe fur la 

tangente CH\ 1°. Que MF x FN. CO* :: AF. BO. a®. Que 
li l’on prolonge FA j'ufquà ce quelle rencontre la tangente CH 
en ^ , on aura MF x FN. C^ :: AF. A^. 

10®. S’il y a deux parallèles MN,KT , dont Tune 7 : 7 * tou- Fic.xcvni. 
che une Hyperbole en TC & rencontre une de fes afymptotes 
en ^ & l’autre MN eft terminée par l’une ou par l’autre des 
Hyperboles oppofées, & rencontre la meme afymptote en 
& qu’on mene par deux points quelccmqucs il. B, de la Se- 
Clion , deux parallèles AP, BT, à l’afymptote CS, lefquel- 
les rencontrent ces lignes aux points P, T; on aura (en 
concevant dans les trois nombres du Corollaire dixième, 
que la fécantc CH tombe fur la tangente RT) i®. Le rec- 
tangle MP X PN. icr' :: AP X BT xTS. 2®. En pro- 
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longeant P A jufqu’à ce qu’elle rencontre KT en R, le rê-' 
ftanglc MP X PN. KR :: AP. AR . 3*. Le quarré JTT'* . 
'kR i: BT X TS. AR x RS . 

II'. S’il y a dans les Hyperboles oppofées deux tangentes 
parallèles KR, LF\ qui rencontrent une afymptote CS aux 
points 5 , Kj & qu’on mène par deux points quelconques 
A, B, de la Sedlion , deux parallèles AR, BFk l’ afympto- 
te CJ lelquellcs rencontrent ces tangentes aux points R, F : 
on aura ( en concevant dans les deux premiers nombres du 
Corollaire dixiéme , que les deux Sécantes AfAT , GII, tom- 
bent fur les deux tangentes KR, LF ) i'. Le quatre KR* . 
Lf' :: AR X RS. BF x FV. 2*. Le quarré KR* . LE* v. 
AR. AE. 



PROPOSITION XIV. 

Problème . 

EC RIRE une Ellipfe ou deux Hyperboles oppofées autour 
Etc XCIX*'^ "” parallélogramme donné FGHK, 6" dont Pun de fes dia- 
c&ci. métrés AB parallèle aux deux côte^, FK, GH,/o/V â fan 
conjugué DE, en la rai fan donnée de m d n. 

Ayant mené les lignes AB, DE, qui coupent par le mi- 
lieu les côtés oppofés du parallélogramme donné FGHK, il 
*.Art. i4<j. cft clair * qu’elles feront fur deux diamètres conjugués de la 
Sedbon qu’on demande , & qu’ainfi leur point d’interfedüon 
en fera le centre; puifque félon l’une des conditions du Pro- 
blème, les parallèles FG, KH, doivent être terminées pr 
la Seébon , auffi bien que les deux autres pralleles FK, GH. 
Or cela pofé, fi l’on prend AB, DE, pour ces deux diamè- 
tres conjugués , & qu’on nomme ( les points L , O , coupant 
en deux prties égales les lignes FG, KH, ) les données CL 
ou CO , a \ LF on OK, h \ & l’inconnuè CA ou CB , t , on 
* jirt.stx. & aura 1'. Lorfque* la ScÂioneft une Ellipfe, ELxLA{tt — ad). 
î î’ LF {bh) AB* . DE :: mm. nn . Et partant tt =aa^^ - J. - -. 

jlrt.il. & 2'. Lorlque * la Seftion doit être deux Hyperboles oppofées , 
CL ^ CA {aa~^ tt). LF^ {bb) i: AB . DE :: mm . nn , 

ce qui donne tt =aa — ou tt = — aa-, lavoir 

tt = ad 
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ttr= aa — lorfque la ligne AB eft un premier diamè- 
tre , & tf = — <*<* lorfque c’efl: un fécond . D où Ion 

tire la conftruClion fuivaote que je diftinguc en trois diffe- 
rens cas. 

Premier cas . Lorfque la Sedlion eft une Ellipfe ; foit fait 
un triangle rc£langlc VST dont l’un des côtés ST = CL, & 
l’autre = = LF\ & foit décrit du demi diametre CA = 
TV , qui foit à fon demi-conjugué CD , comme /» eft à o , 
une Ellipfe: Je dis qu’elle fatisfera au Problème. Car i“. Le 
diamètre AÈ parallèle aux côtés FK , GH , eft à fon conju- 
gué DE, en la raifon donnée de «j à ». 2 *. A caufe du trian- 
gle TSV reélangle en S, le quarré TV ou CA ( // ) = T5 
- (aa) SV^ ( )\ & partant BL x LA (tt — aa) — : 

c’eft pourquoi l’on aura BL x LA ( ** . LF {bh) :: mm . 

»» r AB * . DE . D’où l’on voit que LF eft une ordonnée au 
diamètre AB > & qu’ainft la SeéVion pafle par le point F . 
On prouvera de même que la Sedlion paflèra par les points G, 
Hf K’, puilque GL = LF = OK =. OH, & que CO = CL. 

Second cas . Lorfque la Scdlion doit être deux Hyperboles 
oppofées , & que C L eft plus grande que ^ LF \ foit formé 
un triangle T SV rcéfangle en S , dont l’un des côtés SV = 
= & l’hypothenufc VT — CL\ & foient décrites du pre- 

mier demi-diametre == T'5, qui foit à fon demi-conju* 
gué CD , comme »i eft à », deux Hyperboles oppofées. 

Troiftéme cas . Lorfque la Seélion doit être deux Hyperbo- 
les oppofées, & que CL eft plus petite que = LF : on forme- 
ra un triangle TSV reüaügk en T dont l’un des côtés T5 = 
CL, & l’hypothenufe 7 LF. On décrira enfuitc du 

ftcond demi-diametre CA = TV, qui foit à fontlcmi-con- 
jugué CD, comme 1 » eft à », deufc Hyperboles oppofées. 

La démonftration de ces deux derniers cas eft fomblable à 
celle du premier , mais il fout remarquer que lorfque CL = 
J LF, le Problème eft impoflible. 

Corollaire I. 

î 77 *C}omME la pofition des deux diamètres conjugués AB , 
DE, eft déterminée, aufti bien que leur grandeur) püifque 
félon les conditions du Problème ils doivent couper par le mi- 

' Q 
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lieu les côtés oppofes du parallélogramme , & qu’on ne trotv 
ve pour le demi-diametre CA ou CB qu’une feule valeur : il 
s’enfuit qu’il oc peut y avoir qu’une feule SedHon qui fatw- 
faflie. 

Corollaire II. 

X7« .De. LA on voit comment on peut décrire une Scdlion Co- 
nique autour d’un pralldogramme donné FGHK, & qui 
pailc par un point donné M. 

Car ayant mené les deux diamètres conjugués AB , BE , 
qui coupent par le milieu les cô:é$ oppofes du paralleli'gram- 
me, & du point donné M l'ordonnée MP au diamètre AB -, 
laquelle rencontre les côtés oppofes FK, GH, aux peints R, 
^ & la Se£l ion f que je fuppofe décrue) au point N; ileft 
clair que PN = PM, & qu’ainfi RN= 

= Le reéiangle RM x féru donc égal au reâan. 
*Art.\6^ gle RM X Rl\^^ Or * FR x RK. MR x RNon RM x 

AB . DE . Et par confêquent la raifon du diamètre AB 
parallèle aux côtés FK, GH, à fon conj’ugué DE , e(l doo- 
née i purfque les reéianglcs F R% RK , RM x M font 
donnés. De plus la Scélion fera une Eilipfe , forfqu entre les 
deux ordonnées MP , KO , au diamètre AB , qui tombent 
du même côté du centre C, celle qui cft b plus proche du 
' centre efl plus grande que la plus éloignée > & au contraire 

deux Hyperboles oppofées , lorfqu’cllc cfl plus petite . D’oCk 
l’on voit que cette qucflion fe réduit au Problème précédent. 

Si le point donné M tomboit fur l’un des côtés du parallé- 
logramme ^ prolongé à diferétion ; il efl clair que ce Problè- 
me (croit abrs impoffîble , puifque ce côté rencontreroit la 
CD trois dificrens points i ce qui ne peut * être. 

Corollaire IlL 

179’ Î^e-la on tire encore la manière de décrire une Sei5faoa 
Conique^ qui ait pour diamètre une ligne AB donnée de po- 
(îtion, pour centre le point donné C, & pour deux ordonnées 
à ce diamètre les droites MP, KO. 

Car ayant pris fur le diamètre AB la partie CL égale à 
CO, & mené LF parallèle & égale à 0K\. il eft clair qu’elle 
fera jgffe ordonné au diamètre AB, & qu’ainfî prolongeaoc 

J{. & ii8. 
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JCO en H, &cFLcn C fCa forte que OH = OK , Se LG 
= LF t les droites égales & parallèles KH, FG , feront * 144. 

deux doubles otdonnees au diamètre AB. D’oîi l’on voit quft 
la Seftion doit être décrite autour du paraHclogramme FGHK , 

& pafler par le peint doooé M \ ce qui £b fera par k moyen 
du Corollaire précédent. 

Comme cette queftion Ce réduit à celle du Corollaire pré-- 
céxknt , qui fc rédxit au Problctnc; & que félon le Corotlai* 
re premier, 00 oc peut trouver qu*une feuk Sediion qui y la* 
tisfâlTe: il s’enfuit d« même qu’on ne peut décrire qu’une lêu- 
le Sedlion qui rempliflc les conditions de ce dernier Corol- 
laire . 

PROPOSITION XV. 

Problème. 

.^oDbc RIRE une SeSlhn Conique qui pajfe par cinq points Fic.CII. & 
donnés F , M , K , G > N ; df démontrer qu'il rij en peut avoir 
qu'une feule. 

Ayant joint quatre des points donnés par deux lignes droi. 
tes FG , MN, qui fc rencontrent au point R , on mènera par 
le cinquième point donné if deux droites /f D , KH, parallè- 
les aux drdtes FG , MN, Sc qui les rencontrent aux points E, 

On prendra fur ces deux lignes prolongées , s’il eft neccflki- 
re, les points B, H, tels que MR x RH. GR x RF : ME x 
* EN. KEx ED. Et FR x RC. MR x RN :: f ^ x 

X . en obfervant que les points K,D,ou K, H, doivent 
tomber de part & d’autre du point de rencontre E, ou lorf- 
que les points M, N ,ou F ,G, tombent auffi de part & d’au- 
tre de ce même point; & au contraire. On mènera enfuite par 
les points de milieu des parallèles D/f , FG, & MN, KH, 
les droites Ll, AB, qui s’entrecoupent au point C . On décri- 
ra enfin * la Seâion Conique qui a pour diamètre la ligne AB * .Art. 17^. 
donnée de pofition, pour centre le point donné C , & pour or- 
données les deux droites .WP, KO. Je dis qu’elle fatisfera au 
Problème , & qu’il ne peut y avoir que celle-là. 

Car les deux points D, H, feront * à la Seélion qui pafle *Art. 166. 
par les cinq points donnés F , M , K , G , N , 6c ainfi les li- 
gnes Ll, AB, en feront * deux diamètres, qui en détermine- •Art.i^6.& 
ïont par conféquent le centre par leur point d’interfcdlion C. ll ‘47. 

O ij 
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cft donc évident que la Séftion Conique qui paflTe par les dnq 
points donnés, doit avoir nécefîairement pour diamètre la li- 
gne AB donnée de pofition , pour centre le point C , & pour 
ordonnées au diamètre AB les droites MP , KO. Or comme il 
n’y a qu’une feule Seéiion Conique qui puifle remplir ces con- 
ditions , il s’enfuit que ce fera celle qu’on demande, & qu'il oc 
peut y avoir que celle-là . 

S’il arrive que les diamètres , LI, foient parallèles en- 
• .Art. 147 . tr’eux ; la Seftion lcra alors * une Parabole qu’on décrira par 
l’article 170. 




/ 
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LIVRE CINQ.UIÉME- 

Vc la lomparaifon des Serions Coniques entr elles 
& de leurs Segmens. 

• L E M M E I. 

I la différence de deux quantités diminué con- 
t/nueÜement , en forte quelle devienne enfin 
moindre qtt aucune grandeur donnée ; jV dit 
que dans cet état , ces deux quantités feront 
égales . 

Car fi elles ne l’étoicnt pas, on pourroit 
afljgner entr’cüw--^uclque différence ; ce qui eft contre l’hy- 
pothelê . 

L ï M M E II, 

la rasfoH de deux quantités efl telle que V antécédent de* 
meurant toujours le tnème , fa différence avec fon confequent 
diminué continuellement , en forte quelle devienne enfin moin* 
dre qu'aucune grandeur donnée s je dit que dans cet état , ces 
deux quantités feront égales. 

Car par le Lemme * précèdent > lantcccdent fera égal à *./irt.iSt. 
foo conlêquent ; & ainfi les quantités dont ils expriment le 
rapport, feront égales . 

Lemme IIL 

* 83 . ^JJ/ l'on fui>pofe fur une ligne courhe quelconque un arc Fic.ci\r, 

MN infiniment petit , c'eft â dire, moindre qu'aucune grandeur 
donnée ; & qu'on imagine par les extrémités de cet arc les or~ 
données MP, NQ, à l'axe on diamètre AC^ avec les parai- 

O iij . 
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ItUi MR, NS, à ce diamètre ; ÿ dis que les parallélogram- 
mes PQRM, PQNS , peuvent être pris chacun pour l'efpace 
PQNM renfermé entre les ordonnées PM , QN , la petite 
droite PQ^ 6^ le petit arc de la courbe MN . 

Tous les points d’une ligne courbe ou s’éloignent continuel- 
lement de plus en plus de fon diamètre , ou bien s’en appro- 
chent continuellement de plus en plus ; ou enhn cette ligne 
courbe efl compofée de plufieurs portions, dont les unes s’é- 
loignent de plus en plus, & les autres s’approchent de plus 
en plus de Ton diamètre. Car il eft évident qu’il ne peut y 
avoir aucune portion dans une ligne courbe, dont tous les 
points foient également éloignés de fon diamètre} puifqu’alors 
cette portion ne feroit plus courbe, mais une ligne droite pa- 
rallèle à ce diamètre. 

Suppofons I*. Que l’arc MN (bit fur une courbe ^MB dont 
tous les points s’éloignent de plus en plus de (on diamctro*.dC. 
Si l’on prend du côté du point N l’arc MO d’une grandeur fi- 
oic, & qu’ayant nommée l’ordonnée OF parallèle à AfP, on 
tire les droites OD, ME, parallèles au diamètre AC ; ileft 
clair que refpace Curviligne PFOM fera plus grand que le pa- 
rallélogramme inferit PFEM, & moindre que le parallélo- 
gramme circonferit PFOD. Or fi l’on imagine que le point O 
ie meuve fuivant la courbe vers le point M, il eft vifible que 
le parallélogramme MEOD qui efi la diflèrence des parallélo- 
grammes inferits & dreonferits à l’arcOAf, diminuera conti- 
nuellement jufqu’à ce qu’enfin il devienne nul ou zéro dans 
l’înfiant que le point O parvient en JVf. D’où U fuit que lorf- 
que le point O eft arrivé en 2V, c’eft à dire, infiniment prè*. 
de M, le parallélogramme MEOD , qui devient MRNS ^ 
fera moindre qu’aucune grandeur donnée. 11 efi’ donc évident 
•jlrt.tii J® Lemmc * premier, que les parallélogrammes PSlRM, 
* P^NS, deviennent alors égaux entr’eux ; dJe par conféquent 
auffi égaux chacun à l’efpace curviligne P{IMN . Donc , &c. 

Suppofons 2 °. Que le petit arc MM foit for une courbe 
B MG dont tous les points approchent de plus en plus de ceux 
de (bn diamètre CG. II efi vifible- que la démonfiration de- 
meure la même que pour le premier cas, en obfervant finv 
plement que le parallélogramme circonferit devient i(K 
Icrit en ce cas-ci. 

. Suppofons 3 °. Qu’une ligne courbe telle que ABG y (bk; 
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oompofée de plufieurs portions donc les unes , comme AB , 
s’éloignent de plus en plus du diamètre AG ; ëc les autres au 
contraire , comme BG , s’en approchent de plus en plus . Je 
dis que les pc»nts , comme B , qui féparent ces portions , ne 
peuvent tomber fur les arcs MN ; car fi cela étoit le point B 
iêroit plus près du point M que n’efi le point A? i ce qui ell 
contre la fuppofition . Il efi donc évident que ce dernier cas 
efi necefiàiremenc renfermé dans l’un ou dans l’autre des deux 
premiers . 

Corollaire L 

184. T^ E-LA il fuit que fi l’on mené par tout où l’on voudra une 
ordonnée CB parallèle à PM, & qu’on imagine que la portidn 
de courbe AB foit divilee en une multitude infinie d’arcs infi* 
niment petits, tels que Mfi } l’efpacc ACB renfermé par les 
droites AC, CB , & par la portion de courbe AB , fera égal 
à la fomme de tous les parallélogrammes tels que Pj^M ou 
FX^NS. Il s’enfuit de même que l’efpace MFCB renfermé par 
les droites AfP, PC, CB, & par la portion de courbe 
fera égal à la femme de tout ce qu’il y aura de ces parallelou 
grammes dans cet efpace i & de même dans toute l’étendue 
de la courbe ABG. 

Corollaire II. 

a une figure quelconque C M DOC renfermée entre ric.cv. 
deux, parallèles CE, DF , & qu’on imagine par tout où l’on 
voudra entre ces parallèles deux droites MO, NL, infiniment 
proches l’une de l’autre, & qui leur foient aufïï parallèles; je 
dis que l'efpace OMNL qu’elles couperont dans la figure 
CMDOC , fera égal au rcélangle d’une d’elles , comme de 
MO, par leur diftance MR ou OS. Car menant la perpendi- 
culaire AB (ur les parallèles CB, DF, laquelle rencontre les 
pralleles MO, AL, aux points P, jQ; il eft clair par le Lem- 
mt que léfpace PMN^ eft égal au rcftangle PAffî & *w<rf.i8}, 
l’efpace POLQ^ au reéfangle POS^ & par confequent que 
l’efpace OMNL eft égal au rcélangle OMRS ou OM x P^. 

Corollaire III. 

1^6. Jl fiift du Corollaire précédent , que s’il y a deux figures 
quelconques CMOOC, PGFPfiS renfermées entre deux parai- 
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k!es CE , DF, & qui foient telles qu’aj ant mené entre cej 
parallèles par tout où l'on voudra une ligne jVfH parallèle 
aux droites CE, DF\ les parties MO , GH, de cette ligne 
comprilês dans les figures CMDOC, BGFHE , foient toujours 
entr’eücs en raifon donnée : il fuit , dis-je , que ces deux fi* 
gures (j’entends les efpaces quelles cooiprcuncnr j font aulfi 
cntr'c-llcs en raifon donnée. Car imaginant une autre parallèle 
infiniment proche de iWH, & tirant une perpendiculaire 
fur les parallèles CjE, DF, laquelle rencontre les parallè- 
les MH , NK , aux points P , ^ il efl clair par le Corollai- 
i 8 re * précédent que l’efpace OMNL cft égal au redhnglc OM 
* ^ X PQ^ , & tle même que l’efpace GHKI ell égal au redlan- 
gle GH X P^. Ces deux efpaces feront donc entr'eux comme 
MO eft à GHi üc comme cela arrive toujours en quelque en- 
droit qu’on mené la droite MH, il s’enfuit que la fomme de 
tous les petits efpaces MNLO , c’eft à dire , l’efpace CMDOC 
fera à la fomme de tous les petits efpaces GHKI, c’eft à dire, 
à l’efpace EGF HE, en la rarfon donnée. 

On prouvera de même que la partie MDO de la figure 
CMDOC , cft encore à la partie corrcfpondante GFHàe l’au- 
tre figure ECFHE, en la raifon donnée ; comme aufli les par- 
ties reftantes CAfO, EGH. ^ 

Il eft vifiblc que fi la raifon donnée eft celle d’égalité , c’eft 
à dire, que fi les parties MO, GH , de la droite MH, font 
toujouFségales entr’ellcs; les efpaces CMDOC, EGFHE , & 
leurs parties correfpondantes A/DO, Cf H, CScCMO, EGH, 

feront égales cntr’ciles. 

L E M M £ I V. 

187. /’o» fnppefe f»r une ligne courbe quelconque un arc im- 

Jtu.cvi. ^niment petit MN ; & qu'on imagine lei tangentes MT, 
NT, qui fe rencont 'ent au point \ , la fcùtendante MN , 
ér la droite NS perpendiculaire fur MT prolongée : je dh 
^ quon peut prendre pour l'arc MN fa jeûtendante MN, ou 
la fomme des deux tangentes MT, NT, eu enfin la droi- 
te MS. 

1 oute ligne courlw eft nécefTàirenrent ou toujours concave 
vers un certain endroit , ou compofée de plufieur» portion» 
dent les unes étant concaves vers une certaine paît , les autres 
k font vta:s k côté oppofé . Or les points qui lcp.^rent ces por- 
tions 



Digitized by Google 



De la comparaison des Sections Coniq^ i 1-3 
fions * ne peuvent pint Ce trouver fur les arcs infiniment pe- 
tits MN: puilqu'ils feroient plus prés du pint M que n'eft le 
pint Ni ce qui ell contre la fuppfitioo . On put donc tou- 
jours fuppfer que l’arc MN fait prtie d'une courbe ou pr- 
. tion de courbe qui eft toujours concave vers un certain côté . 

Maintenant fi l’on prend fur la courbe du côté du pint JV, 
l’arc MO d’une grandeur finie , & qu’on tire la foûtendante 
OM, la tangente CX 7 , & la parallèle OD à NS : il efi clair 
1°. A caufe du triangle MDO reftangle en D, que la tangen- 
te MD efi moindre que la foûtendante MO, &L à plus forte 
railon moindre que l’arc MNO; de force que l’arc MNO & fa 
foûtendante MO font plus grands chacun que MD, & chacun 
moindre que la fomme des deux tangentes MG, OG. 2®. A 
caufe de la concavité de l’arc MNO vers le même côté , fi l’on 
mene par un pint quelconque N de l'arc AJO une tangente 
TR , les pints T, R, oû elle rencontre les tangentes MG , 
OG, feront fituez entre les points M, G, & O, Ci ainfi l’an- 
gle OGDf qui cil externe au triangle rGR , eft plus grand 
^ue l’angle RTG ou NTS. 

Ceci fuppfé, fi l’on mene les droites AfH , MF, parallè- 
les aux tangentes OG , NT, & qui rencontrent la droite DO 
aux pints £, F> & qu’on imagine que le pint O fe meuve 
fuivant la courbe vers le pint M: il eft vifible que l’angle 
OGD, ou fon égal EMD, diminuera continuellement jufqu’à 
ce qu’il s'évanoüiflè dans l’inftant que le pint O parvient en 
Mi puifqu’alors la tangente OG le confond avec la tangente 
MD: d’où il fuit que la ligne diminue continuellement, 
jufqu’à ce qu’enfin elle devienne égale à MD dans cet inftant. 
Donc lorfque le point O eft arrivé en N , c’eft à dire infini- 
ment près du pânt M, la ligne ME, alors en MF , ne fera 
pur lors differente delà tangente MD, que d’une grandeut 
moindre qu’aucune donnée ; & pr conféquent * les lignes 
TN , TS , dont elles expriment le rapprt , feront 'égales 
cnti ’elles. Les deux tangentes MT, TN , prifes enfemble, 
feront donc égales à la droite MS, comme aufli à l’arc MN, 
& à la fcûtendante MN , Ce qu'il falloit démontrer. 



P 



*. Art . 18 J. 
n.i. 



.Art. i5i. 
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Corollaire I. 

i88.PuiS(iUE l’angle F MD, ou fon égal NTS, eft infiniment 
petit dans la fuppofition que le point N foit infiniment prés 
du point M, il s’enfuit que dans le triangle MTN, l’angle 
interne NMT , qui eft moindre que l’cxterieur MTS , fera 
aufli infiniment petit, c’eft à dire, moindre qu’aucun angle 
donné; & qu’ainfi on ne pourra menrr par le point M aucu- 
ne ligne droite qui tombe dans l’angle TMM^ D'où l’on voit 
que ces deux lignes MT , NM , fe confondent cntr’ellcs , & 
qu’ainfi on peut regarder une tangente comme une ligne droi- 
te qui paftè par deux points d’une ligne courbe infiniment pro- 
ches l’un de l’autre. 

Corollaire II. 

l’on imagine qu’une ligne courbe quelconque foit divifte 
en une mulitude infini^ d’arcs infiniment petits tels que MN; 
il eft clair qu’en prenant au lieu de ces arcs leurs Ibûteodantes , 
ou verra naître un Polygone d’une infinité de côtés , chacun 
infiniment petit, que l’on pourra prendre pour la ligne cour- 
*.^rM 87 . be.* puilqu'elle * n’en différera en aucune maniéré. De plus 
les petits côtés de ce Polygone étant prolongés de part& d’au> 
tre , feront les tangentes de cette courbe ; puifqn’ils paffent 
chacun par deux de fes points infiniment proches l’un de~ 
l’autre. 

R £ M A R Q^U E. 

1 doit faire ici attention que l’idée ou notion qu’on a don- 
née des tangentes des Scétions Coniques, ne convient qu’aux 
lignes courbes qui font toujours concaves dans toute leur éten- 
*^rt.i6.€u due vers le même côté , comme font * ces Seélions.* au lieu 
“4* que cette derniere notion eft generale pour toutes fortes de li- 
gnes courbes . Auffi cft-ce elle qui fert de fondement à la mé- 
thode des tangentes que j’ai expliquées , dans mon Livre des 
Infiniment fetitj , &. que j’ofe affûrer être la plus limple & 
la plus generale qu’on puiffe fouhaiter . On en verra un foiblc 
échantillon à la fin de ce Livre. 
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D E' P 1 N 1 T 1 O N s. 



1 . 

Deux Icgmens de lignes courbes quelconques B AD, had ^ P'Ç. cvit. 
bat VifptWès Semblables^ lorfqu’ayant infcrit dans l’un d’eux 
une figure rcfliligne quelconque EMNOD^ on pcuc toujours 
bfcrire dans l’autre une figure redliligne fcmblable bmnod. 

2 . '' 

Deux Seélioos Coniques font appellées Semblables ; lort 
qu’ayant pris dans l’une d’elles un fegcnent quelconque B AD; 
oo peut toujours affigncr dans l’autre un fcgmcnt fembla. 
ble bad. 

3 

On appelle diamètres Semblables AP, ap, dans differentes 
Sellions Coniques , ceux qui font avec leurs ordonnées PAf , 
pm, les mêmes angles APMy apm. 

Corollaire. 

> 9 * • Pl ü s chacun des côtés BM, MN-, &c. bm, mn , &c. de- 
vient petit; plus leur nombre augmente, & plus aufli les fi- 
gures reélilignes fcmblables BMNOD , bmnod , approchent 
des fegmens BAD, bai, aufquels elles font inferites; de forte 
qu’elles leur deviennent enfin égales * lorfque chacun des cô- *Urt. 185». 
tés eft infiniment petit, & que leur nombre par conféquent 
efl infini . O’où il fuit que les fegmens femblables BAD, bad, 
bat entr’eux comme les quarrés de leurs foûtendantes BD, bd, 
qui font des côtés homologues; & les portions des courbes 
BAD, bad-, comme ces foûtendantes. 

PROPOSITION L 

Theorême. 

deux Paraboles AM, am, ayent deux dia- fi&cvu. 
mettes femblables AL, aL, fstués fur la même droite , en 
forte que leurs ordonnées PM , pm , fosent parallèles entr el- 
les; éf fait marqué fur cette droite au dedans des Parabo- 
les un point fixe L, tel que LA foit à La, comme le pa- 
ramétré AG du diamètre AL de la Parabole AM, efl au 

P ij 



Digitized by Google 



iré • L I V R E C I N 1 E'M E. 

paramétré ag </« d'uxmetre de la Parabole am. Je dU 
ifue fi l'on mene du point fixe la à m point quelconque M 
de la Parabole AM , une ligne droite LM ; elle rencontre- 
ra î autre Parabole am en un point m tel que LM . Lm ;; 
LA. La. 

Ayant mené l’ordonnée MP , ôc nommé les données LA, 
a; La, B; AG, p; & les indéterminées /îP , xi PM, yr 
on aura LA {a). La, (b) AG (p). ag = Or fi 
l’on prend fur le diamètre aL de la Parabole am, la partie ap 
airt. <î. eîr _ ^ ^ qu’on mene l’ordonnée pm > il eft clair * que pm 
*ibid. = ;»'* X mettant pour px*Ci va-' 

Ieurj 7 > & qu’ainfi/)/»— Done PM {/). pm ( ^ 
LP (a — . Lp (b — L Ef par conféquent la ligne 

LM paficra par le point m extrémité de l’ordonnée pm , c’cft 
à dire, qu’elle coupera la Parabole am en ce point. Donc à 
caufe des triangles femblables LPM, Lpm, on aura LM. 
Lm :: PM {y )■ pm { L-A (a ). La (b ). Ce qu'il 

falloit démontrer. ^ 

Corollaire I, 

^ 93 - Pon prend dans la Parabole AM un fegmént quelconque 
B AD', & qu’ayant mené les droites LB, LD qui rencontrent 
l’autre Parabole am aux points b , d, on tire la foûtendante 
bd : je dis que le fegmcnt had de la Parabole am, eft iémbla- 
ble au legment BAD de la Parabole AM. Car ayant in- 
fcrit dans le fegment BAD une figure reélifigne quelconque 
BMNOD, il eft clair que fi l'on mene les droites LM, 1.N , 
LO, qui rencontrent Pautre Parabole aux points m, n, oi 
les triangles , Lbm-, LMN, Ltnn-, LNO, L.no> LOD, 
Lod-, LBD, Lbd, feront femblables » & qu’ainfi les côtés 
BM, bm', MIL, m»‘, NO, no; OD , od; BD, bd'i feront 
parallèles, toûpurs en même raifon chacun à fon corref- 
pondanti puifque toutes les droites I.B , LM, LN , LO , LD, 
font coupées en meme raifbn aux points 0 , </. D'oîi 

• ' ■ Ton voit que les figures retblignes BMNOD, bmnod, font fem- 
blables . Or comme il eft évident que cette démonftration ful> 
fifte toujours , telle que puiftè être la figure rcétiligne infcritc' 
dans le fegment BAD', il s’enfuit que les fègmens BAD, had, 
*Def.i. * font lémblables ; ôc par conféquent * que les Paraboles 
*Def.i. am, am, le loat aufU. 
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Corollaire II. 

*94' Tje-l A il cft évident que fi l’on mene par le point L une 
d^ble ordonnée EF dans la Parabole AM, laquelle rencon- 
tre l’autre Parabole ont aux points r, /> les fegmcns EaF , 
eafi des deux Paraboles AM, atn, feront femblables en- 
tr’eux. 

Corollaire III. 

1 *>J.'^ 0 UTES les Paraboles font fensbiables entr’elles; car fi 
l'on prend fur deux diamètres femblables de deux differentes 
Paraboles, les parties , aL, qui foient entr’elles comme 
les paramétrés AG , ag \ 8c fi l’on conçoit que le diamètre La 
foitficué fur le diamètre LA\ en forte que les points L, L, 
tombent l’un fur l’autre, & que leurs ordonnées PM, pm, 
foient parallèles entr’elles : il eft clair qu’ayant mené du point 
fixe Z, à un point quelconque M de la Parabole AM, une li- 
gne droite LM-, elle rencontrera toujours l’autre Parabole am 
en un point m tel que LM. Lm LA> La. Donc * &c. 

Corollaire IV. 

1 jd. T^e-LA il fuit que fi l’on prend fur deux diamètres fembla- 
bles de deux différentes Paraboles, les parties /IZ, aL, qui 
foient cntr’ellcs comme les paramètres de ces diamètres, & 
qu’on tire par les points L, L, les doubles ordonnées EF, 
ef . les /cgmens EAF , taf, des deux Paraboles AM, am, 
feront femblables entr’eux . 

Corollaire V. 

* fegmens B AD, had, font femblables entr’eux & 

que l’un d’eux B AD, foit le fegment d’une Parabole; je dis 
que l’autre /défera le fegment d’une autre Parabole, & qu’ainfi 
' il n’y a entre toutes 1rs courbes imaginables que des Paraboles 
qui puiA'ent être femblables à une Parabole donnée . Car fi l’on 
place le petit fêgmcnt bad au dedans du grand B AD, en forte 
que les foûtendantes bd, BD, foient parallèles; & qu’on in- 
ferive dans l’un & l’autre deux figures rediilignes quelconques 
femblables BMNOD, Immd : il eff clair que les côtés homo^ 
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logues ÆAf , hm\ MN, mm &c. dcces deux figures femnt 
parallèles : puifque les angles DBM, iJbm\ BMN, hmn\ &c. 
font égaux entr'eux . Or menant LM ^ LN , LO ^ par le 
point de concours L des deux droites Bb, Dd^ qui joignent les 
extrémités des foûrendantes parallèles BD, bd, qui font les 
deux côtés homologues donnés; ces droites LM, l.N, LO , 
pafferont par les points correfpondans m, », o , où elles feront 
divifees en même railbn que LB l'eft en &, ou LD en d\ puif- 
que BD. bd :: LB . Lh :: BM. bm :: LM. Lm s MN. Mn :: 
LN. Lttv.NO. ho:tLO. Lo::OD. od. 

Maintenant fi Ion mené par le point L le diamètre LA 
de la Parabole AM; qu’on le divife en en la même rai- 
* .Art.iCt. lôn que LB l’eft en fc, ou LD en d\ &C qu’on décrive * du 
diamètre aL , ôc du paramétré ag qui (bit au paramètre 
AC du diamètre AL de la Parabole AM , comme La eft: 
à LA , une Parabole am dont les ordonnées pm foient paralle- 
*Art. ipi. les aux ordonnées PM de l’autre Parabole: il eft évident * 
qu’elle paflera par tous les points b,m , n , o, d, qui divifent 
dans la railbn donnée de BD à bi toutes les droites LB, LM, 
LN, LO, LD. Or comme ce railbnnement fubfifte toujours 
tel que puiffe être le nombre des côtés des figures reélifignes 
fcmblables BMNOD, bmmd,Hx. de telle grandeur qu’ils puif- 
fent être; il s’enfuit que la Parabole am paflè par tout par oi^ 
le fegment bad paffe, & qu’ainfi ce fegment en eft une por- 
tion. Ce qu’il fallait démontrer. 

PROPOSITION IL 
Théorème . 

F« CVlfl,' ttnf Ellipfe ou Hyperbole A M qui ait pour an de fer 
Cix. premien diamètres la ligne AH , & pour paramétré de ce 
diamètre la ligne AG ; à" ayant pris fur ce diamètre ( pro- 
longé dans l'Hyperbole ) un point fixe L , & divifé en rte- 
me raifon aux points a , h^fes parties LA , LH . Sod une 
autre Ellipfe ou Hyperbole am qui ait pour premier diamè- 
tre la ligne ah , pour paramétré de ce àiametrt la ligne ag 
qui fait à AG comme ah AH , & dont 1er ordonnées 
pm foient parallèles aux ordonnées PM de l'autre SeéJhst 
AM . Je dis que fi ton-mene du point fixe L d un point 
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M de la Se^ihn AM, une ligne droite quelcon- 
ique LM i «lie rencontrera l'autre 5 e£îion am j en un point 
m tel ^ue LM . Lm :: L A . La : eefl à dire que toutes les 
droites tirées du point fixe L aux points de la SeSiion AM 
font divifies en meme raifon par la SeSiion am. 

Il faut prouver que LM. Lm LA. La. 

Ayant mené l’ordonnée MP^ & nommé les données LA » 
as La^ b ; AH ^ 2t ; & les indéterminées AP^ x 5 PM, 
y i on aura LA (a) . La (b) :: LH . Lb :: LH ^ LA ou 
AH {it) . Lb^Lao\iab=.^ . Or fi l’on prend fur le 
diamètre ab de la Seélion am la partie ap = , & qu’on 

mene Tordonnée pm ; il eft clair que AP x PH (itx^ xx) . h. 

PM (yy ) AH. AG :: ab. ag :: ap x pi ( ). pm ^ 

= , & qu’ainfi pm = Donc PM (y)-pf» (-^) 

LP ( a — X ). Lp (b — -^) . Et par coiifequent la ligne LM 
pafiera par le point m extrémité de l’ordonnée pm , c’ell à dire 
qu’elle coupera la Seéèion am en ce point. Donc à caufe des 
triangles femblables LPM, Lpm , on aura LM. Lmv, PM 
(y ) . pm ( ^ :: LA (a). La (b). Ce qu'il falloit démontrer . 

Corollaire I. 

^ J’of' prend dans la Scélion AM un fegment quelconque 

B AD, & qu'ayant mené les droites LB , LD, qui rencoo- 
trent l’autre Scâion am aux points b , d,on tire la foûrendan- 
te bd: je dis que le fegment bad de la Seéiion am eft fembla- 
ble au fegment BAD de la Seélion AM\ & partant que fi 
l’on mene par le point L une double ordoonée EF dans la Sc- 
ftion AM , laquelle rencontre l’autre Seélion aux points e , f\ 
les Icgmcns EAF , eaf, des deux Ellipfcs ou des deux Hypc^ 
hoksAMf am, feront femblables entr’eux . Cela fe prouve 
de même que pour la Parabole dans les articles 193. & 1^4. 

Corollaire il. 

iOO. TTouTES les Ellipfes ou Hyperboles AM, am, qui ont 
deux diamètres femblables AH, ab, en même raifon avec 
leurs paramètres AG, ag, font femblables entr’cllcs. Car fi 
l’on prend les parties y^Z., aL, qui foient entr’ellcs comme les 
diamètres AH, ab, 6 c que l'on conçoive que le diamètre ah 
fbit firué fur le diamètre AH, en forte que les points L, L, 
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tombent l’un fur l’autre , & que les ordonnées pm ^ PM , 
foient parallèles cntr’elles : il eft clair qu’ayant mené du point 
fixe Z à un point quelconque M àt h. Seftion AM une ligne 
droite LM, elle rencontrera toujours l’autre Seélion am, en 
un point m tel que LM. Lm :: LA. La, Donc * &c. 

,■ Corollaire III. 

T^E-LA il eft évident que s’il y a deux Ellipfes ou deux 
Hypetboles am, dont deux diamètres femblables AH ^ 
ah, foient en même raifon avec leurs paramétrés AG, ag\ & 
qu ayant pris les parties ylZ, aL, qui foient entr’cllcs comme 
les diamètres ah, on tire par les points L, L, les dou- 
bles ordonnées EF , ef: il eft évident, dis j’c, que les fegmens 
EAF , eaf , des deux Sections AM, am , font femblables 
entr’eux. 

Corollaire IV. 

2,02,. ‘5i deux fegmens , had, font femblables entr’eux; & 

que l’un d’eux foit le fegment d’une Ellipfc ou d’une Hyperbo- 
le AM, qui ait pour un de fes diamètres quelconques la ligne 
AH dont le paramétré eft AG > Je dis que l’autre had fera le 
fegment d’une autre Ellipfe ou d’une autre Hyperbole am, 
qui aura pour l’un de fes diamètres femblables à AH, la ligne 
j/h qui fera en même raifon avec fon paramétré ag , que AH 
avec le flen AG. Car ayant placé le fegment had, au dedans 
du fegment £AD , en forte que la fbûtendante hd foit parallè- 
le à la foûtendanre BD , & que les lignes Bh , Dd , concou- 
rent en un point L du diamètre AH ( ce qui eft touj’ours poffi. 
ble ) , & inferit dans l’un de l'autre deux figures reâilignes 
quelconques femblables ; on prouvera comme dans la Parabo- 
le article i ^7. que les droites LM, LN, LO , plieront par . 
les points correfpndans m , n , 0 , où elles feront divifées en 
même raifon que LB l’eft en / , ou LD en d. 

Maintenant fî l’on divife les parties LA, J. H, du diamètre 
AH AUX pints a , b , en même raifon que LB l’eft en & 
*Art. i 6 i. qu’on décrive * du diamètre ah & du paramètre ag qui foit 
au paramétré AG du diamètre AH, comme La eft à LA , ou 
ah à AH, une Ellipfe ou une Hyperbole am , dont les ordon- 
nées pm foient parallèles aux ordonnées PM de l’autre Ellipfe 

ou 
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ou Hyperbole AM : il cft évident * qu’elle pafîcra par tous * t. i^S. 
les points >», «, o, </, qui divifent dans la raifon donnée 
de bd à BD toutes les droites ZB, LM y LN y LO y LD. Or 
comme ce raifonnement fubfifte toujours tel que puifle être le 
nombre des côtés des figures reélilignes femblables BMNOD, 
bmnod y & de telle grandeur qu’ils puiflent être; il s’enfuit 
que l’Ellipfe ou l’Hyperbole am pafic par tous les mêmes 
points par lefquels pafiè le fegment bd y & qu’ainfî ce fegment 
en cft une portion. Ce <ju il fallait démontrer. 

Corollaire V. 

S-Od* Jl eft donc évident que fi deux Ellipfes ou deux Hyperboles 
AM y am y (ont femblables , & qu’on prenne dans la Seflion 

' AM un de fes diamètres quelconques Aff ; il y aura toujours 
dans l’autre Sedlion am un diamètre ab femblable à AM, qui 
aura avec fon paramétré ag la même raifon que AH avec le 
fien Ag : & qu’ainfi les diamètres femblables AH , ab , fe- 
ront en même raifon avec leurs diamètres conjugués. Or com- 
me dans une Ellipfê ou Hyperbole il ne peut y avoir * que 66. & 
deu-x diffèrens diamètres conjugués qui faflent entr’eux les 
mêmes angles , & que ces diamètres ne different que par leur 
pofition, leur grandeur demeurant la même ; il s’enfuit que 
dans les Ellipfes ou les Hyperboles femblables tous les diame. 
très conjugués qui feront les mêmes angles , feront entr’eux en 
même raifon } obfervant de prendre pour les antécédens de ces 
deux raifbns les plus grands de ces deux diamètres conjugués, 

& pour confequens les moindres . 

PROPOSITION III. 

Thcorcmc. 

X04. S< l'on mené dans une SeSîion Conique deux parallèles quel- Fig.CX.CXI. 
conques BD, EF , terminées par la SeSîion ; éS qu'on joigne 
leurs extrémités par deux droites BE, DF ; je dis que les frg^ 
mens BMEB , DMFD, comprit par des portions de la Sec~ 
tion y & par les droites qui joignent les extrémités des parallè- 
les y feront égaux entreux. 

Car ayant prolonge les fbûtendantes BE , DF , jufqu’à ce 
qu’elles fc rencontrent en un point G , & ayant mené par ce 

CL 
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point & par le point de milieu H de Ja ligne BD , la droite 
Cti\ il e(k clair qu’elle divifera par le milieu en K la parai* 
Icle EF à BD y comme auffi par le milieu en P un autre 
parallèle quelconque 00 à la meme ligne BD . Donc la li- 
*^rM 4 <î. gne HK fera un diamètre * qui aura pour ordonnées de 
part & d’autre les parallèles BD , EF ; & partant (î Too 
mené par un de fes points quelconques P une parallèle à ce* 
lignes, elle rencontrera * la Seélion en deux points M, M, 
également éloignés du point P j d’oh l’on voir que les par- 
ties MO , OMy de la même parallèle MM à BD , compri- 
fes dans les fegmens BMBDy DMFD , font toujours égales 
entr’clles, en quelque endroit que puiflè tomber cette paral- 
leie entre les lignes BD, EF . 11 eft donc évident * que ces 
deux fegmens lêront égaux entreux. 

Si les foûtendantes BE , DF , étoient parallèles cntr’clles 
il faudroit mener par le point de milieu H de la ligne BD 
une droite UK parallèle à ces fcûtendantes, & la démonüra- 
,tion demeureroie toujours la même. 

Corollaire I. 

lOJ.poiSQUEBoWcfl toujours égale à Pjifi il s’enfuit i*. Que 
Fig. ex, Jes Ttapcfcs Coniques KHBE, KHDF , font égaux entr’eux. 
a®. ( Lorfquc la ligne BD au lieu de rencontrer la Scdlion eu 
deux points la touche en un point A) que les Tiilignes Co- 
niques AKE , AKF , font égaux ; & qu'ainfi les fegmen* 
AEMAy AFMAy le fent auffi ; puifquc le triangle AEF cft 
divifé «en deux parties égales par le diamètre AK qui paflè 
par le milieu de £P. 

C O R P L L A I R E II. 

la Seftion étant une parabole, une Ellipfe, ou une Hy- 
, Fie. ex. pcrbole, l’on mené par les extrémités des parallèles BD, EF ^ 
les.drtâtes BF, DÉ, qui s’entrecoupent entre ces parallèles $ 
leslêgmens BFDAB, DEBAD, feront égaux entr’eux. Car 
les triangles fiFDy BED , qui font entre les mêmes parallèles 
BDy EF, & qui ont la n^mc bafe BD, font égaux enrr’cux ; 
& partant fi l’on ajoute d’une part le fegment DMFD plus 
le legmeot BADB , & de l’autre B ME B égal au fegmeot 
DMFD, plus auffi le même (egm.nt BADB\ les tout* 
BFDAB y DEBAD y feront égaux entr’eux . 
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Corollaire III. 

Z07.J) E-LA on voit comment on peut couper par un point Fic.cxii. 
donné D fur une Seftion Cooiquev deux fegroens DGED , 

DF BD f égaux- chacun à un fcgment donné BEDE . Car 
ayant tiré les droites BD, DE, & mené BG parallèle à DE , 

& EF parallèle à BD, lefquellcs rencontrent la Sedlion aux 
points G , F > il eft clair * en joignant la droite DF , qne *^t. loff. 
le fegment DF BD eft égal au fegment BEDB , à caufe des 
parallèles DB , EF ;• & de même en joignant DG , que le 
iêgment DGED eft égal au lêgmcot BEDB , à caufe des pa- 
rallèles BG, DE. 

Si le point donné tomboit fur l’une des extrémités du feg- 
ment donné que je fuppofe être à prefent DGED, il fàudroit 
mener par Tautre extrémité G ,■ une parallèle GF à la tan- 
gente qui pafle par le point D > & tirant par le point F où 
cette parallèle rencontre la Seélion, & par le point donné D, ' 
la ibûtendante DF, il eft clair que le fegment DF B D fera 
égal au fegment donné DGED\ 

11 eft vifible qu’il ne peut y avoir dans ce dernier cas que' 
le fêul fegment DF BD qui foit égal au fegment donné 
DgED y puifque tour autre fegment qui aura pour l'une de 
fes extrémités- le point donné Z), fera plus grand ou moin- 
dre que le fegment DF BD', félon que fon autre extrémité 
fera plus proche ou plus éloignée du point D que' n’eft le 
point F. D’où il fuit que fi deux fegmens ZX?££>, DFBD, 
qui ont une extrémité commune D', font égaux cntr’euxî & 
que fi l’on mène par le point D une parallèle à la droite GF' 
qui joint leurs autres extrémités, elle fera tangente en D. 

Cotrollaire I\C 

x.oS'. O N tire du Corollaire précédent une manière toute- nou- 
velle & fort aifée de mener une tangente par un point don- 
né fur une Seélion Conique’ donnée 
Car ayant tiré par ce point deux droites quclœoques DB, 

DE, qui rencontrent la Sedlidn aux points B , E, on mené* 
ra par le point B' une parallèle BG à DE, & par le point E 
une parallèle EF à BD , lefquelles rencontrent la Seéhon aux 
points Gf F, que l’on joindra par une ligne droite GFj à la- 

Q-ü 
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quelle on tirera par le point D une parallèle qui fera la tan- 
gente cherchée ; puifque les fegmens DgED , DF BD , étant 
égaux chacun au même fegment B ED B , le feront entr’eux. 

PROPOSITION IV. 



Theoremc. 

ao9 ^IL y a dans une Ellipfe , dam une Hyperbole^ ou dans U$ 
F 1 G.CXIII. Hyperboles eppojées deux lignes droites BD, EF , parallèles 
c\v^' * entr'elles & terminifes par la Seéiion-, & sjuon tire du centre 
C les demi-dsatnetres CB, CE, CD , CF , les Seilears El- 
liptiques ou Hyperboliques CBE, CDF , feront égaux entreux. 

Car menant par les points de milieu H, K , des droites 
bd, EF, le diamètre C if , les triangles CH5, CHD,Sc 
CKE CKF, feront égaux entr’eux ; puifqu’ils ont le même 
fommetC, & que leurs baies HB, HD, ôcKE, KF, font 
égales . Par conléquent (fg 1 14 ) KhîBE CBE = CKE 
CHB = CKF — CHD = KHDF CDF } & (fgj 1 3 1 1 5 ) 

KHBE CBE~'±_CHB CKE~-^ CHD^ CKF = 

KHDF CDF. Donc puifque les Trapelès Con ques KHBE , 

•^rt 10 c KHDF, font * égaux , il s’enfuit que les Sefteurs Elliptiques 
ou Hyperboliques CBE , CDF, le feront aulTi . 



Corollaire I. 



a lO 
FIC.CXI1I 

cxiv. 



•^rt. 2.0 i 



• Si la Scélion eft une Ellipfe, ou une Hyperbole! & que la 
■ ligne BD parallèle à EF, devienne tangente en Âi il eft clair 
que les Scacurs CAE , CAF , feront égaux entr eux. Car pro- 
longeant le demi diamètre C A jufqu’à ce qu’il rencontre la li- 
gne £F au point a:, cette ligne fera coupce en deux egale- 
ment en ce point ; & par conféquent les triangles CKE , CKF , 
feront égaux. Or les triligncs Coniques AK£ , AKF, le lont 
. "if- aufli. Donc &c. 



Corollaire II. 

111. T)e - L A on voit que pour divifer en deux parties égales un 
btiteur Elliptique ou Hyperbolique quelconque CEF; il ny 
■ a qu’à mener le demi-diametre CA qui divife par le milieu ea 
K la foûtendante EF de ce Seaeur. Ce qm donne encore le» 
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Scfteurs CBE, CDF ^ égaux cntr’eux , en fuppofant BD pa- 
rallèle à EF . Car ayant de cette manière les Seèleurs CAE, 
* CAF , & CAB, CAD, égaux entr eux , lesScdteuis CBE, 
CDF, qui en font les difercnccs , doivent aufliêtre égaux 
entr’cux . 

PROPOSITION V. 

Thcorcmc. 

ZIZ, Jo/T un demi-cercle A DH, qui ait ^our diamètre te pre- 
mier ou grand axe AH d'une demie-ElUpfe ABH ; foit menée 
par un point quelconque P de l'axe AH , une perpendiculaire 
à cet axe , qui rencontre l’Ellipfe au point M. , & le cercle au 
point N; par où & par le centre C foient tirées les droites 
CM , CN. Je dis que le Setieur Elliptique CAM eji aii Se- 
Fîettr circulaire CÂN, comme la moitié CB du petit axe de 
FElltpJe , efl d la moitié CA ou CD du grand. 

Car par la propriété * de l’EIliplê FM . CB :: AP x PH. 
AC X CH ou CA , Sc par la propriété du cercle PN . CD 
AP X PH. AC X CHoü cl‘. Donc Cfi’ :: ¥n . c5\ 
ou PM . PN ::CB. CD . Et en tirant les racines quarrées, 

PM. PN:: CB. CD OU CA. Or comme cela arrive toujours 
en quelque. endroit que tombe la perpendiculaire PMN , il 
s’enfuit * que l’efpace Elliptique entier ABHA eft au demi 
cercle ADHA , & la portion APMàc cet efpace à la portion 
APN du demi cercle, comme CB eft à CD ou à CA . Mais 
le triangle reélangle CPM eft au triangle rcdlangle CPN qui a 
la même hauteur, comme la bafe P.3feft à la bafe PAÎ, c’eft 
à dire, comme CB eft à CD ou à CAï & par conlequent left 
pace Elliptique APM plus ou moins le triangle CPM ( plus 
lorfque AP eft moindre que AC , & moins lorfqu’elle eft plus 
grande } c’eft à dire , le Seéleur Elliptique CAM fera à l’el^ 
pace circulaire APN plus ou moins le triangle CPN , c’eft à 
dire, au Sefteur circulaire CAN, comme CB eft à CD ou à 
CA. Ce qu'il fallo'st démontrer. 

Corollaire L 

^ ^ M M K le Scéleur de cercle CAN eft égal au reélangle de 
l'arc AN par la moitié du rayon CA ou CD -, il s’enfuit que le 

Q^iij 



Fic.CXVl. 






*Art.iSti. 
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Scûcur Elliptique CAM cft auflï égal au rcéhnglc de ce mê^ 
me arc AN par la moitié de C£. 

Corollaire II. 

zt 4 . 5* mené par un point quelconque G du grand axe Aff 
autre que le point P, une perpendiculaire à cet axe, qui 
rencontre l’EUipfe au point £, & le cercle au point P> je 
dis que les Sedleurs Elliptiques .dCE, ACM, font entreux, 
comme les Scéleurs circulaires ACF , ACN. Car ACM, 
ACN :: CB. CD. Et de même ACE. ACF :: CB. CD. Et 
partant ACM. ACN :: ACE, ACF, Et ACM. ACE :: 
ACN. ACF. D’où l’on voit que pour trouver un Secteur 
Elliptique ACMy qui (bit au ^fteur Elliptique ACE en rai* 
fon donnée i il n’eft queftiotï que de trouver un Se>5lcur cir- 
culaire ACN qui foit en raifon donnée au Sefteur ACF, ou 
ce qui eft la même chofe, de divifer en raifon donnée lare: 
. ANF ou Vzogle ACF,. 

PROPOSITION VI. 

Thcorêrac. 

ziy.^ILy a deux demi Hyperholes AM , AN, o«BM, DN*,. 
Fie c XVII- ayent pour centres le meme point C, pour un de leurs 
ex VIII. jg„,i diamètres la mime droite CA, éf pour Us deux de- 
mi-diametres cortjuguh au demi-diametre CA , deux droites 
quelconques CB^ CD, fstuées fur la mime ligne ; & quvn 
mene par un point quelconque P du demi diamètre CA {pro- 
longé s'il efl neceffaire ) une droite parallèle à CD , laquel- 
le rencontre les Hyperboles aux points M, Ni par lejqae/r 
tf par le centre C, joient tirées tes droites CM , CN : > 
dsi que les Secteurs Hyperboliques CAM , CAN, ou CBM , 
CDN, feront entreux comme les demi- diamètres conjugués: 

CB- CD. 

*Art.îi, & On aura par la propriété ^ des deux Hyperboles AM, 
***■ AN, ou BM, DN, ces deux proportions PM . CB :^P - 

^ 'cTi . CA Tn . CÔ’ . Et par conféquent PM .. P N :: 
CB*. CÎ> . Et en prenant les racines quarrées, PM. P N æ 
CB. CD. Or comme cela arrive toujours en quelque endroit 
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De la comparaison des Sections CoNiq^ 117 
que tombe la parallèle PM N, il s’enfuit * que les efpaces *8tf. 

, Hyperboliques APM, APN., ou CPMB^ CPNDy font eiv 
tr’eux comme CB eft à CD. Mais les triangles CPM^ CPH, 
font enafeux , comme leurs bafes PM, PN, ( puifqu’jls font 
fituées entre les mêmes parallèles CD, PN), ou comme les 
demi diamètres conjugués CB, CD. Et par confequent (jSç. 

117. ) CB . CD :: CPM — APM . CPN— APN a CAM. 

CAN . Ou bien ( jig 1 18. ) CB . CD :: CPMB — CPM. 

CPND — CPN:: CBM. CDN. Ce ^urifaJ/oit démontrer. 

Corollaire. 

les deux demi diamètres conjugués CA, CD, font égaux 
entr’eux, l’Hyperbole AN ou DM fera équilatere. Et fl l’on 
avoir trouvé le moyen de quarrer les Sefteurs Hyperboliques 
CAM , ou CDN, on auroit aulTi la quadrature des Seéleurs 
CAM , ou CBM, qui ont pour bafos des portions AM, ou 
BM d’une autre Hyperbole , dont le demi-diametre conju- 
gué CB peut être pris de telle grandeur qu’on veut; puifquc 
le rapport des Seéleurs Hyperboliques CAM , CAM , ou 
CZ)iV, CBM , étant exprimé par les droites CD, CB, eft 
donné. D’où l’on voit que fi l’on avoit la quadrature de l’Hy- 
perbole équilatére , on auroit aufti celle de toutes les autres 
Hyperboles: de meme qu’ayant * la quadrature du Cercle, *Art.nx. 
on auroit celle de toutes les Ellipfes, 

PROPOSITION VII. 

Thcorcmc.. 

7 -^/ ton prend fur une afymptote CA d'une Hyperbole EBDF, f.c.cxix. 
deux partiel CK, CL, ^ui foient entr elles en meme raifon 
que deux autres parties quelconques CG, CH, de la me me 
afymptote J & qu ayant mené les parallèles GF, HD, KB, 

LE, a l autre afymptote CP , lefquelles rencontrent f Hyperbo- 
le aux points F, D, B, £, o» tire les demi diamètres CF, 

^ Prî SeSleurs Hyperboliques 

CBE, CDF , feront égaux entr eux . 

Ayant mené les deux droites BD , EF , qui rencontrent 
ks afymptotes aux points O, A 7 , P; les parallèles A-p, 

HD, donneront cette proportion, MB, MK DO. CH. Les 
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parallèles LE y GF, donneront auffi cette autre proportion , 
2 VÊ. NL :: FP. CG. Et partant puifqiie * MB = DO,& 
NE = F P , il s’enfuit que MK = CH, & NL = CG. 
Or par la fuppfition CG ou LN. CH ou KM :: CK. CL :: 

* .Art. 100. lE. KB. Et partant LN. LE KM. KB. Donc les li- 

gnes NE, MB , c’eft à dire, les deux droites EF, BD, dont 
*^rt.ioÿ. elles font parties, feront parallèles entr’elles. Donc * lesSc- 
(Sleurs Hyperboliques CBE, CDF , font égaux cntr’eux. Cf 
qvtl fallait démontrer. 

Corollaire I. 

2. 18.^1 les parties Gif, CL, de l’afÿmptote CAf, font en même 
railbn que deux parties quelconques CS , CT de l'autre afj’tn- 
ptote CP\ & qu’on mene les parallèles KB , LE, à l’af^m- 
ptote CP , & les parallèles S D , T F , à l'autre afymptote 
CN-, il efî clair que les Sedleurs Hyperboliques CDF , CBE , 
feront aufli égaux entr’eux. Car ayant mené les parallèles 
*.Art. 100. PG, DH, à l'afymptote CP, on aura * CG. CH :: HD ou 
*H^p. CS .GF ou CT CK .CL .Donc ôcc. 

Corollaire II. 

1 ?• ^i l’on prend fur la même afÿmptote la partie C K troifiéme 
proportionnelle à deux parties quelconques CG , CH ; on prou* 
\ era par un raifbnncment femblable à celui du Theorême que 
la ligne BF efl parallèle à la tangente qui paffe par le point Di 

* .Art. 110. ^ qu’ainfi * les Sedleurs Hyperboliques CFD , CDB , font 

égaux entr’eux. D’où il fuit que fi l’on prend fur une afÿmpto- 
te autant de parties qu’on voudra CG , CH, CK , CL , &c. en 
progreflion géométrique continue , d’où partent les parallèles 
GF, HD, KD, LE, &c. à l’autre afymptote, les Sedleurs 
Hyperboliques CFD, CDB, CBE, &c. feront tous égaux en- 
ti’eux. 



Corollaire III. 

%io. D E LA on voit que fi CH eft la première de deux moyennes 
géométriquement proportionnelles entre les extrêmes CG, CL\ 
& qu’on tire les droites GF ', HD , LE, parallèles à l’autre 
afymptote ; le Scdleur CDF, fera au Scdlcur CFE , comme x 
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efl à 3 . De même , fi CH eft la première de trois moyennes 
proportionnelles entre CG , CL\ le Sedeur CPF fera au Sec- 
teur CFB , comme i eA à 4. Et en général, fi la lettre w» mar- 
que un nombre entier quelconque, & que GH fait la premiè- 
re d'autant de moyennes proportionnelles entre les extrêmes 
CG, CL, que le nombre m — / contient d’unités ; le Sedeur 
CDF, fera au Sedeur CFE , comme i eft au nombre m. 

R E M A R E. 

Z ZI. peut ici donner une idée fort exade de ce qu’on appelle 
Logarithmes dans l'Arithmetique , & de l’extrême facilité 
qu’ils apportent au calcul , lorfqu’il s’agit d’operer fur de fort 
grands nombres . Voici comment : 

Si l’on fuppofe que CG , exprime l’unité, & que CZ, étant 
décuple de CG, c’eft à dire, 10, le Sedeur Hyperbolique 
CFE , foit divifé en 10000000000 parties égales. Et fi l’on 
compofe une table divifée en deux colomnes, dont la première 
renferme de fuite .tous les nombres naturels i , a , 3 , 4 , y , 
6 , &c. & l’autre des nombres artificiels, placés vis-à-vis , & 
qui foient tels que CH, exprimant un nombre quelconque na- 
turel, le nombre artificiel placé vis-à-vis, exprime le nombre 
des parties que le Sedeur Hyperbolique CPF contient par rap- 
port au nombre des parties que contient le Sedeur CFE : les 
nombres artificiels feront appelles les Logarithmes des nombres 
naturels aufquels ils répondent. Cela pofé, 

1*. Si l’on propofe de multiplier deux nombres naturels 
quelconques CH , CK , l’un par l’autre , il n’y aura qu’à pren- 
^ dre dans la table leurs Logarithmes qui expriment les Sedeurs 
CFD, CFB, & ajoutant cnlèmble ces deux Logarithmes, on 
aura le Logarithme qui exprime le Sedeur CFE , vis à-vis 
duquel fera placé le nombre naturel CL produit de la multi- 
plication des deux nombres CH y CK. 

2'. Si l’on propofe de divifer le nombre CL par le nombre 
CK, il n’y aura qu’à retrancher le Lt^arithme CFB du Divi. 
feur CK , du Logarithme CFE du nombre à divifer CL, pour 
avoir le Logarithme CBE ou CFP du quotient CH. 

3*. Si l’on propolc d’extraire une racine quelconque du nom- 
bre CL, par exemple la cubique , il n’y aura qu’à divifer fon 
Xx)garithaie CFE en trois parties égales , pour avoir le Loga- 

R 
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rithmc CFP vis-à-vis duquel eft placé le nombre Ci/, qui eft 
la racine cubique cherchée. 

Tout cela elt une fuite de cç que les Sedleurs Hyperboli- 
ques CFP, CBE, font égaux entr’eux , lorlquc CG. CHv. 
CK. CL. Et que les Seéleurs CFP, CDB , CBE, &c. font 
aufli égaux entr’eux , lorfquc CG. CH :: CH. CK :: CK . CL:t 
&c. il eft donc évident que par le moyen de cette table , 00 
pourra abréger extrêmement les operations de l’Arithmethi- 
que, lorfqu’il s’agit d’operer fur de grands nombres , comme 
dans les calculs Aftronomiques. 

Comme l’on n’a pû iufqu a prefent trouver en nombres 
exafts, le rapport des Seéleurs Hyperboliques CFP , CFB , 
&c. au Stfleiir CFE, on s’eft contenté d’exprimer ce rapport 
en nombres fort approchans > & par le moyen de ces nombres 
qu’on appelle Artificiels , & des nombres naturels qu’on a pla- 
cés vis à- vis, on a compolé la Table des Logarithmes qui a les 
propriétés qu’on vient d’expliquer. Or dans la fuppofition que 
le Stfteur CFE Logarithme deCL(io) contient loooooooooo 
parties égales, on trouvera que le parallélogramme CGFT con- 
tient plus de 4 3 4 2 9 44 S I 8 de ces parties , & moins de 
434294481p. D’oîi l’on voit qu’un Sefteur Hyperbolique 
quelconque CBF , eft au parallélogramme CGFT à peu près 
comme le Logarithme du nombre CiC trouvé dans la Table ,, 
eft au nombre 4341^448 ip, & cela en prenant les Logarith- 
mes de dix caraâeres outre le caraélériftique. 

PROPOSITION VIII. 

Théorème .. 

a fur chaque afymptote deux parties CG, CL, 
RcCXX. CS, qui Soient telles que VCG. "'CL ::VCR. ÿcS ; 
(ÿ qu’on tire les droites GF, LE, RT, SV, parallèles aux 
afymptotes : je dis que le SeFîtur CFF^,fera au Setîeur CTV, 
consme m eji^ ts. Les lettres m & n marquent des nombres 
entiers quelconques . 

Car fi l’on fait ^CG. VCL :: CG. CH. Et y/CE. y/CS 
CR. C^ Et qu’on tire les droites HD, , parallèles aux 
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afymptotcs } il eft clair que les Se6leurs Hyperboliques CFD , 

CTN, feront égaux * entr’eux, puifque *CG. CH ::CR. 

C^. Or félon la nature des Progreffions géométriques, la li- 
gne CH fera la première d’autant de moyennes proportionnel- 
les entre CG & CL que le nombre r» — i contient d’unités , 

& de même la ligne C^fera la preoiiére d’autant de moyen- 
nes proportionnelles entre CR & CS que le nombre a — i con- 
tient d’unités. Donc * CFE . CFD r.m.i. Et CTNou CFD. 

CTV Et par conféquent le Scéleur CFE eft au Seéleur 
CTV en raifbn compofée de r» à /, ôede tà n, c’eft à dire, 
comme le nombre m eft pu uwuibre a . Ce ^uUfalh'a àimoH- 
trer. 

l Corollaire. 

-3D E-LA on voit qu’un Se6leur Hyperbolique CFB étant don- 
né avec un point quelconque T de l’Hyperbole, il ne faut 
pour trouver un autre point F* de la même Hyperbole f tel 
que le Sefteur foit au Scélcur CFF , comme w eft à » , 

que prendre CS en forte que /CG. /CZ :: ^CR . /CS , ou ^ 

( ce qui revient au même ) CR. CS, C’eft à tü- J Cf '• > 

TC, qu’il faut prendre CJ = CÆ X 

PROPOSITION IX. . 5 '^ 

Theorême. 

2.4-T//’m par les extrémités B , F , SeHeur Hyper- f.c CXXI 
holu/ue quelconque CBF, les droites BK, FG , par ailes à une 
afymptoce CS, & terminées par l'autre CL } je d/s que le Sec- 
leur Hyperbolique CBF ejl égal à l'efpace hyperbolique BKGF 
compris entre les parallèles BK , FG , à une afymptote CS , 
la partie G K de l'autre afymptote CL y & la portion BF de 
l'Hyperbole . 

L.ir fi l’on retranche des triansles égaux * CK B , CGF , le ♦ Art o* 
meme triangle CG A ( le point A eft le point d’interfeéiion des * 
deux droites ZG, CB ) & qu’on ajoute aux deux reftes BKGA 
CAF y Je meme e/pace hyperbolique BAF y on fi;rmera d’une 
part 1 cfpacc BKGF , & de l’autre Je Seéleur CBF qui feront 
«^aux entr eux. Ce qutl fallait démontrer. 

Rij 
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Corollaire I. 

^ 5 * S * "icné les lignes FO, parallèles à lalÿmp- 

tote CL , & terminées par 1 afymptote CS , on auroit prou- 
vé de même que le Seéîeur Hyperbolique CBF eft égal à 
l’efpace hyperbolique BQOF ; d’où l’on voit que les efpaccs 
ou Trapeiês hyperboliques BKGF , BS^F , font égaux en- 
tr’eux. 

C O R*0 L L A I R E IL 

zt 6 . J[)e • l a il eft évident que luut ce qu’on vient de démontrer 
dans les articles a 17, zi8, 219, 220, 221, axa, & 223, 
des Seéleurs Hyperboliques , fo doit aufti entendre de ces for- 
tes de Trapefes; puifqu’ils leurs font égaux . 

PROPOSITIJ 3 N X. 

Thcorcmc* 

^^7-^OlEHT deux differentet Hyperhokt BMP, HND, qui 
F1C.CXXII. iff ffHfnts asymptotes CL, CS, [oient menées par 
deux points quelconques G, K, dune afymptote deux paral- 
lèles GDF, KHB, à l'autre. Je dis que lefpace hyperbolique 
HKGD eft à lefpace hyperbolique BKGF, comme lu puijfaa- 
ee de iHyperhole HNO , eft à la puiffance de iHyperbo^ 
le BMP. 

Car ayant mené par un point quelconque P de la partie 
CK, une parallèle aux deux droites GD , KH, laquelle ren- 
contre l’Hyperbole SAfF au point Af, & l’Hyperbole HND 
au point N > & iwmmé la puiftance de l’Hyperbole HND ^ 
aa, celle de l’Hyperbole BMF , bb\ & l’indéterminée 
* .Art»\oi. X-, on aura * PA? = -V- , & PM=~i & partant PAÎ» 
PM::aa. bb. Or comme cela arrive toujours en quelque en- 
*.Art.i% 6 . droit de la partie GK que tombe le point P\ il s’enfuit * que 
rcfpace hyperbolique HKGD. BKGF :: aa. bb. Ce qu'il fai- 
loit démontrer. 

Corollaire. 

2.z 8. ]es puiftânees des Hyperboles HND, BMF ^ 

lont entr’elles comme le nombre m eft au nombre n\ on pour- 
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ra toujours trouver dans l’Hyperbole HND un Trapcfe hyper- 
bolique égal à un Trapelè hyperbolique GKDF de l’au- 

tre BMFf les droites CG , CR, CÆ, étant données. Car il 
cft clair * que le Trapefe CKDH eft au Trapefc GKBF, 
comme »j eflà »; & qu’ainfi toute la difficulté Ce réduit à 
trouver dans la même Hyperbole HND , le Trapefe RSVT , 
qui foit au Trapefe GKHD, comme le nombre » eft au nom- 
bre m: Sc c’eft ce qui fe fera * en prenant C5 , telle que *^rr.zij.c2r, 

• lu — » 

/CG. ^CK :: CR.es. 

De' FINITION s. 

4 - 

Soit une ligne droite indéfinie AC, qui ait pour origine le Fig.cxxiii. 
point fixe .(4; & foit une ligne courbe AMB telle qu’ayant 
mené d’un de fes points quelconques M une droite MP qui fàf- 
fe avec AC un angle donné APM, «5c ayant nommé les indé- 
terminées APi x; PM, y, on ait toujours ax—jy{ la let- 
tre a marque une ligne donnée ) : il eft clair * dans cette fup- • Art.tp. 
pofition que la ligne courbe AMB eft une Parabole qui a pour 
diamètre la ligne AC , pour une ordonnée à ce diamètre la 
droite PM^ & pour paramètre de ce diamètre la donnée a. 

Mais fi l'(xi fuppofe à prefent que la nature de la courbe A MB 
foit exprimée par l’^uation / = , ou par cette autre 

f = axx ; cette ligne courbe fera nommée Parabole cubique 
ou du troifiéme degré-, parce que celle des deux indéterminées / 

X ou y, dont la puift'ance eft la plus élevée, monte au troifié- 
me degré. De même fi l’équation Xf ou ^ = 4 

sd ; la ligne courbe AMB eft appellée Parabole du quatrième 
degré ; parce que rindéterminée dont la puift'ance eft la plus 
haute , monte au quatrième degré . U en eft ainfi de toutes 
les autres à l’infini. 

5 - 

Soit comme dans la définition précédente une ligne drmte fig.CXXIV. 
AC qui ait pour origine le point fixe A\ & foit une ligne cour- 
be BM, relie qu ayant mené d’un de fes points quelconques M 
la droite MP qui faffe avec AC un angle donné APM, & 
ayant nommé AP-, x ; PM, y ; on ait toujours xy=.aa ( la 
lettre a marque une ligne donnée ) ; il eft clair * que cette, li- *.4rt.iot. 
gne courbe lcra une Hyperbole, qui aura pour l’une de fes a* 

R iij 
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fymptctes la ligne ^C, & pour l’autre , la ligne AD paral- 
lèle à PM, & dont la puiffance fera le quarré aa. Mais fi 
1 équation qui exprime la nature de la courbe BM efl xxy = 
<j’; cette ligne courbe fera nommée Hyperbole cubique ou J» 
troifeme degré, parce que le produit des deux indéter- 
minées a trois dimenfions. De même , li l'équatioa 

étoit = a^; la ligne courbe BM lêroit une Hyperbole du 
quatrième degré \ parce que le produit y z quatre dimen- 
iions . Il en eli ainil de toutes les autres à riu6ni . 

Corollaire I. 

12-9‘S* l’on fuppofe que la lettre ra marque un nombre entier 

X'® yy quelconque qui foit l’expofant de la puillance de l’indétermi- 

■ née ylP ( x; J & de même que la lettre « marque l'cxpolânt 

de la puillance de l’autre indéterminée FM (y ) : il e(î clair 
que l’équation y" = x" x ( ou limplenunt y" = x’*,ca 
faifant pour abroger la donnée a = i ) exprimera la nature 
des Paraboles de t< us les degrés à l'infini, ün voit de même 
que l’équation x"" y" = ou fimplemcnt = i , en 
feifant a = i ) exprime en general la nature des Hyperboles 
.de tous les degrés à l’infini . 

.Corollaire IL 

i 3 O* S ^ mène par l’origine fixe A de la ligne AC une ligné 
droite indéfinie AD parallèle à PM; & qu’ayant tiré MK pa- 
rallèle à AC , qui rencontre AD au point K , on nomme les 
indéterminées AK, x', KM, y, il efl: clair que l’indétermi- 
née x qui exprimoit auparavant la ligne AP ou MK , devient 
à prefent^ , & qu’au contraire^ qui exprimoit PM ou AK ^ 
devient à prefent x. D’où il fuit. 

Fig. cxxill. 1 °. Que fi la courbe AMB efl une Parabole ordinaire , el- 
le aura pour équation j/j» = ax ou xx — ay , félon qu’on rap- 
portera Tes points à ceux de la ligne AC ou ADi & de même 
que la Parabole cubique qui a pour équation^’ r=axx lorfi. 

^ qu’on rapporte les points à ceux de la ïj gne AC , aura pour 
équation x’ = aay lorlqu’on les rapporte à ceux de la ligne 
AD‘, & en general que fi la ligne courbe AMB a pour équa- 
tion/* = x" étant rapportée à la ligne droite AC , cet- 
te même courbe aura pour équation x* = y” a”~" ( l’on fup- 
pofe que « furpafle m ) étant rapportée à la ligne AD. 
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’ i*. Que l’Hyperbole ordinaire a toujours la même équa- 
tion xy = ^oic (]u’on la rapporte à la ligne AC ou à la li> 
gne AD; que l’Hyperbole cubique qui a pour équation 
= a’ étant rapportée à AC, aura pour équation xjy = a* 
étant rapportée à l'autre ligne AV > & en general que l’Hy- 
perbole qui a pour équation x”y* = a”'*"’ lorsqu’on rapporte 
fes points à ceux de la ligne AC , aura pour équation x^y” = 
lorfqu’on les rapporte à ceux de la ligne AD. 

Corollaire HT. 

^^^*'De*LA il eft évident qu'il y a deux Paraboles cubiques 
dont r une a pour équation y^ = aax ou = aay , & l’au- 
tre/’ = ou x^ -z=.ayy\ au lieu qu’il n’y a qu’une feule 
Hyperbole cubique Arayi = <»’ ou = d’. Car les indéter- 
minées AT ne peuvent être combinées que des quatre pre- 
mières maniérés pour exprimer les Paraboles cubiques ou du 
troifiéme dégré } & des deux fécondés pour exprimer les Hy- 
perboles cubiques. Or comme les quatre premières égalités 
appartiennent à deux diUbrcmes courbes, & les deux fécon- 
des à la même ; il s’enfuit , &c. On peut trouver par la mê- 
me voie le nombre des Paraboles ou des Hyperboles du qua*- 
triéme, cinquième degré, &c. 

C O R O L I. A I R F. W . 

Z32^]^JoN-seu LEMENT FHypcrbole ordinaire a pourafym- 
ptotes les lignes droites indéfinies , AV\ mais encore celle 
de tous les degrés à l’infini. Car foit l'équation generale x”/' = 
a"** ouy'*=—^ (AP = x, PM=y) qui exprime la 
nature de telle Hyperbole qu’on voudra , lorfqu’on rapporte 
fes points à ceux de la ligne AC; il eft manifefle que plus 
AP (x) augmente , plus au contraire y’ , & par conféquent 
PM (y) diminue» de forte que*- étant infiniment grande , 
PM (y ) devient nulle ou zéro ; c’eft à dire que l’Hyperbole 
£M ôc la ligne AC, étant prolongées l’une & l’autre à l’in- 
fini , s’approchent toujours de plus en plus jufqu’à ce qu’en- 
fin' clics fc joignent dans l’infini même ; ce qui conflituë l’ef- 
fence d’une aîymptote .. Maintenant fi l’on rapporte les points 
de la même Hyperbole à ceux de la ligne AD, on aura x’y” 
ou y" = (AK = Xf KM=ji)i d’où il fuit 



Fic.CXXIV. 



Fic.cxxi\r, 
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que plus AK (x) devient grande, plus au contraire KM (f) 
devient petite , & cela à l’infini ; & quainfi la ligne AV cft 
encore une a/>'niptoce de la même Hypeibole. 

PROPOSITION XI. 

" Problème . 

W ^ propofé àe mener d un point Jonné M fur la fécondé 

Fie. ex II. cubi(]ue AMB , dont la nature eji exprimée partéqua» 

tion = axx , la tangente MT. 

Ayant l'upplé l’arc MR infiniment petit , & mené R^^ 
parallèle à PM, & MR parallèle à AC: le petit triangle 
MRN fera lêmblable au grand T PM-, puifque le petit arc 
•.//rf.iSp. MR peut être regardé * comme la prolongation de la tan- 
gente TM. Cela poCé, on nommera la foûtangente cherchée 
TP, /; & la petite droite P^ou MR , e\ ce qui donnera 
KJV = -^, àcaufe des triangles femblables , MRR. 
Or G l'on met le cube de^^(/^--^) à la place de jr’ dans 
l’équation y* = «larArqui exprime la nature de la courbe AMB » 

^ & à la place de xx, le quarré de ( a? •+• e ) : il cfl évident 

qu’on formera une équation ÿ -t- ^ H- *- 7 ^ = uxx 

p+- leax eea qui exprimera le rapport de AQ^ à ^ N. Et û 
l’on retranche par ordre des deux membres de cette derniere 
équation ceux de la première, & qu’on divi/ê enfuite par e, 
on trouvera ^ •*- ^ = 2 ax •+■ ea; dans laquelle ef- 

façant tous les termes oîi e fe rencontre , parce que P£U e ) 
étant infiniment petite ou nulle, ces termes Ibnt nuis par rap- 
port aux autres ; il vient enfin ^ = lax-, & partant PT 
( / ) = =r i A? en mettant pour/» fa valeur axx. Ce qu'il 
falloit trouver. 

R £ M A R <^ü E, 

3 4* 5 1 l’on fait attention fur le calcul précédent, on verra avec 
évidence qu’en fubüituant à la place de la puififance de / , 
une pareille puiflance de / *4- -î^, on n’a befoin que des deux 
premiers termes de cette puifiance. Car tous les autres étant 
multipliés par les puifiances de e, ils renferment chacun e, 
ou des puifiaopes de dans la derniere équation que l’on 

trouve 



I 
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trouve à la fin de l’operation ; & dwvent par conféquent être 
effacés . Il en eft de meme lorfqu’on fubffituë à la place de 
la puiflancc de x , une pareille puiflance de x e. Mais fi 
l’on forme de fuite toutes les puiffances du binôme a: , on 

^ura pour les deux premiers termes de la féconde puiflance 
X* 2Mi de la troifiéme x’ jexx; de la quatrième r**4- 
4«’; de la cinquième x’ -+- & ainfi de fuite à l’infini. 

De (une que les deux premiers termes d’une puiflance quel- 
conque m de X r , feront x” me x"^ . On trouvera 

de même que ks deux premiers termes d’une puiflTancc quel- 
conque •» du binôme / feront y” ^ . 

Corollaire, 

m;D E-L A on voit que pour trouver une expreflion générale de 
la ibûtangente PT (/) des Paraboles de tous les degrés à l’in- 
fimi ; il n’y aura qu’à fc lêrvir de l'équation générale y* = x" 
ou ( prenant a pour l’unité ) y = x" qui exprime la 
nature de toutes ces Paraboles . Voici comment . 

- On mettra dans l’équation générale 7* = a:" à la place de 
f , les deux premiers termes de la puiflance ndey-^^-^ c'eft 
à dire , y* -h ^ ; & de même à la place de x” , les deux 
premiers termes de la puiflance « de xr e , c’eft à dire , x" 

mex’“~' : ce qui donnera 7’ = x" me x”~‘ . Et re- 

tranchant par ordre les membres de la première équation de 
ceux de celle-ci, & divifant enfuite par e, l’on aura ^ = 

mx’^~' ; & partant / = == f x en mettant pour 7" fa 

valeur x". ' 

* 

PROPOSITION XII. 

Problème. 

^3^* J^BNER Us tangentes des Hyperboles Je tous les Jégres à Fic.CXXlv, 
Pinfiai. 

La même préparation étant faite que dans la propofition 
pécédente, on mettra dans l’équation générale x”y* 
qui exprime le rapport de AP ( x) is PM (y), à la place de 
les deux premiers termes de la puiflance m de Aj^(x-*-e) 
c’eft à dire, a?" mex"~' j & de même à la place de 7" les 

S 
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deux premiers termes de la puiflàncc n de c’cH 

à dire y ^ : ce qui par la multiplication donne cette au* 
tte équation h- wr/ at—* — 

qui exprimera le rapport de à Et retranchant par 
ordre des deux membres de cette derniere équation » ceux 
de la première; & divilânt enfuite par <-/ ; il vient was"”' — 
'—**”"* = O ; dans laquelle équation cfïàçaot le ter- 
me ”** qui cft nul par rapport aux deux autres, par- 

ce qu’il renferme dans fon exprelfion la ligne infiniment peti- 
te ou nulle P SJ, e ), on trouve en tranfix)fant à l'ordinaire FT 



Corollaire. 

1 37-X^ cft donc évident que pour mener la Tangente MT d*un 
^■^cxxill. pj^nt donné M far une Parabole ou une Hyperbole de tel 
degré qu’on voudra ; dont l’équation efi pour la Parabole jT 
= x" 4 *~" , & pour l’Hyperbole x”f = a"'*'* : il ne faut 
que prendre la foûtangente pT = 5 du même côté da 
point A par rapport au point P, lorfque c’efe une Parabole ; 
& du côté oppofé, lorfque c’efe une Hyperbole. 



PROPOSITION XIIL 



Theorême, 

zii.SolT comme dans la défuitson ^natriéme , une ParaMc 
F1G.CXXV. AMB de tel degré qu’on voudra ^ dont la nature efi exprimée 
par r équation y" = x“a"'""‘ : foit menée d’un de fes points 
quelconques B la droite BC qui faffe avec AC / angle donné 
ACB, & foit achevé le parallélogramme ACBD . Je dis que 
le parallélogramme fireo^erit ACBD tfl À Pe^ace Paraboli- 
que ACBMA comprit par les droites AC, CB, tt par lapor^ 
thn de Parabole AMB ; comme n efi an. 

Il faut prouver que ACBD. ACBMA m ■4» n. n. 

Ayant fuf^x>ré fur la portion de Parabole AMP l’arc MH 
infiniment petit, ou û J’on aime mieux , indéfiniment petit , 
c’eft il dire , moindre qu’aucune portion donnée de la Parabo-, 
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le » 11 petite qu’elle puifle être 5 & mené les droites MP , 

, parallèles à 5C f & MK , NL , parallèles à ; leC ' 
quelles forment par leurs rencontres les petit parallélogramme 
MRNS : on tirera la tangente MT qui rencontre le diamètre 
AC au point 7*, par oîi l’on mènera une parallèle k CB, 
rencontre les lignes MK ^ NL, aux points F , C . Cela fait, 
on regardera * le petit arc MN comme l’un des petits côtés 
du Polygone qui compolè la portion de Parabole AM B , & 
la tangente MT comme le prolongement de ce petit côté» de 
forte que l'on a deux triangles redlilignes N RM, MPT ^ qui 
font fcmblables : c'eft pourquoi NR o\x MS . RM;: ATP . 

PT ou MF. Et partant le parallélogramme PMR^ eft égal 
au parallélogramme ; puifque les angles PMR, FMS, 

font égaux , & que les côtés autour de ces angles font réci- 
proquement proportionnels . Or * MF ou PT =: ^ AP ou * Art. 137 - 
%M1C. Donc auin le parallélogramme F MSG ou fon égal 
pMR^—%KMSL. Et comme cela arrive toujours en 
quelque endroit de la portion de Parabole AMB que tombe 
le petit arc MN* U s’enfuit que la fomme de tous les petits 
parallélogrammes PMRj^ , c’eft à dire , * le Trilignc para- • 1S4. 

boliaue ACBMA =%ADBMA fomme de tous les petits pa- 
rallélogrammes ^KMSL. On aura donc ADBMA ACBMAr, 

I». ». Et par conféquent ADBMA ACBMA ou ACBD . 

ACBMA m a. n. Ce qn U fallait démontrer. 

mi 

Corollaire. 

La il eft évident que le Triligne parabolique APM eft 
au parallélogramme âxcoakxii APMK, comme» eftà 
& qu’ainft le Trapefe parabolique MPCB = ABCD — 

AP MK ; puilque ACBMA = dlf^ACBD, & APM = 
^„APMK. 

PROPOSITION XIV. 

Théorème. 

i40.»Jo77’ comme ton a expliqué dam la défnithtt cinquième, Fic.CXXVL 
une Hyperbole BMO de tel degré qtton voudra , dont la na- 
ture eft exprimée par ï équation x"y” = a"'*’*: foit menée 
dun de fet points quelconques B la ligne BC parallèle à P une 

5 ij 
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des a/ympfotes AD, & terminée par l'autre e/s C ; & fait 
achevé le par allelogr am/ne ACBD. }e dis que ce parallèle 
gramme infcrit ACBD ejl à Pefpace hyperbolique ECBMO 
renfermé par la droite détermirsée B C , par la ligne C E 
prolongée à ti/sfnl du côte' de ^ & par la portion eC Hy- 

perbole BMO, proLngée aufft à l'infini du côté de O i cor/t* 
me m — n eft à n. 

Il faut prouver que ACBD. ECBMO m — n. n. 

La même préparation étant faite que dans la propofition 
précédente, on prouvera de la meme maniéré que le petit 
parallélogramme : — mKMSL. Or comme cela arri- 

ve toujours en quelque endroit de la portion d’HypcrboIc 
BMO que tombe le petit arc MN. j il s’enfuit que la fommé 
• Art. 184. de tous les petits parallélogrammes PMR^, c’eft à dire , * 
l’efpace ECBMO = ^ EA DBMO Ibmme de tous les petits pa- 
rallélogrammes -KMSL. On aura donc ECBMO’a 

m. m Si partant E AD BMO — EC B MO ^ ou ACBD , 
ECBMO :: M — n.n. Ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire I, 

141. Db - L A iî eft évident que le Trapefe hyperbolique CP MS 
= ^ACBD — ^APMKi puiCquc ECBMO — ACBD, 

& que par la mcnic raifon l’cfpacc BP MO = APMl£. 

Corollaire II. 

142 ‘> T^E-lA il fuit.' 

1*. Que lorfque m furpafle /r, le rapport du pafalleJograttl- 
me infcrit ACBD à l’efpace ECBMO indéfiniment étendu du 
côté de E, lêra toujours exprinié par des nombres pofitifs; Sc 
qu’ainfi on aura toujours dans ce cas la quadrature abfoluë de 
cet efpace . 

a®. Que lorfque m — n, ce qui arrive dans l'Hyperbole or- 
dinaire i on trouve que le p.-nralldogramme ACBD eft à l’ef^ 
pace hyperbolique ECBMO, comme zéro eft à l’unité : c’cfl 
à dire que cet efpace eft infini par rapport au paraUclogranf- 
me infcrit ASCD. 

J®. Que lorfque r/s eft moindre que » ; le parallelogramtrre 
infcrit ACBD fera à l’efpacc hyperbolique ECBMO comme 
. un nombre négatif à un nombre pofitif : ce qui fait voir alors 
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que la raifon de cet cfpacc au parallélogramme ACBD , eft 
pour ainA dire plus qu'inAnie. Mais on doit remarquer dans 
ce dernier cas, que l’cfpace hyperbolique renfermé par la 
droite DB, par lalÿmptote AD prolongé à l’inAni du côté de 
i> , & par l’Hyperbole 0 MB auAi prolongée à l'infini du côté 
de B y fera au parallélogramme inferit ACBD , comme m efl 
à » — m, ceA à dire , que cet efpace fera quarrable ; car pre- 
nant les indéterminées ( x ) fur l’alymptote AD , au lieu qu’on 
les avoit prifes fur rafymptote AC , l’équation à l’Hyperbole 
deviendra * = a ”'*"' . * 150. 

PROPOSITION XV. 

. . Théorème . 

^OlT dam t angle droit CAD une ligne courbe quelconque 
AMB , dont fon f/ache mener la tangente MT ; & fait ^ , 
dans l'angle DAH qui efl à côté de celui-ci y une autre li~ 
gne courbe HFE, telle qu ayant mené d'un de fes points quel- 
conques F la ligne FM parallèle d AC , qui rencontre en 
K la ligne AD y (t en lA la première courbe AMB , Ô 
ayant tiré la tangente MT, qui rencontre AC au point T : 
on ait toujours comme AK efl â MT ainfi une ligne Con- 
fiante a qui demeure toujours la meme en quelque endroit 
que tombe le point F, ejî â KF . Je dis que fi par un point 
quelconque D de la ligne AD l'on mene une ligne droite 
EB parallèle â AC & terminée par les deux courbes; l'ef- ' 

pace ADEFH fera égal au reSîangle de la courbe AMB 
par la confiante a . 

Il faut prouver que ADEFH =s AMS X a. ^ 

Ayant fuppole par tout où l’on voudra fur la courbe 
AMB l’arc MN infiniment petit, & mené les droites MF, 

AÇ, parallèles à ACi & qui rencontre la droite AD aux 
points K, I, ôc la courbe HF£ aux points F, C, on ti- 
rera les droites FS , MR , parallèles à AD , & on prolon*- 
géra RM jufqu’à ce qu’elle rencontre AC en P. Cela po- 
fe, les deux triangles reélangles femblablcs MPT , MRM, 
donnent MR. MN :: MP ou AK. MTv.a. KF. Et par- 
tant KF X MR y c’eft à dire, le petit reétangle FKLS=. 

— MN X 4. Or comme cela arrive toujours en quelque cn- 
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droit de la Courbe AMB qu’on prenne le petit arc MU , 
il s’enlûit que la fomme de tous les petits rcûai^Ies KLSf , 
* c’eft à dire, l'efpace ADEFH fera égal à la fonnnede 
tous les petits rcâangles MU c’ell à dire, au redlan* 
gle de la coutbe AMB par la confiante a. Ce qu'il fallut 
démontrer . 

Corollaire I. 

a 44 - D- A il efi évident que le rcétangle de la portion AM par 
la confiante efi égal à refpace AKFH\ & de même que 
le reétangle de la portion MB par la meme ligne efi égal 
à l'c/pacc KDEF , 



Corollaire II. 




2,4 y fuppolc que la Courbe AMB foit la féconde Paraboltf 

'cubique, qui ait pour équation y = axx ( AP — PM 
^ on aura * PT = fAr; & à caufe du tr iangle re£Ua- 

gle MPT, rhypotbenufe MT = ^yj Mais par la 

propriété de la Courbe HFE , il faut que MP {y). MT 
( yy ^ XX ) :: a.KF . Ce qui donne KF’ = ^aa-*- ' '-ï 

= rfrf ^ 41, en mettant pour axx fa valeur y* . D'oU Toa 
voit que la Courbe IJFE efi dans ce cas une Parabole, qui a 
pour axe la ligne AD , dont l’origine efi au pdnt O » pru de 
l’autre côté du point D par rapport au point A, en forte que 
AO= fa, & dont le paramétré = fa: car par la propric- 
* Art. 19. té de cette Parabole * lequarré de l’ordonnée KF fera égal 
au reélangle de KO par le paramétré ~ a, c’efi à dire en ter- 
mes analytiques , KF = aa-^fay. Or comme les Trape- 



*Art.i}9. fes paraboliques /IDSf/, AKFH, font * quarrabics , il s'en- 
fuit qu’on a la reélification tant de la Courbe AMB, que 
d’une de fes portions quelconques AM. 

Si l’on veut exprimer aujufic la valeur deja portion AM, 
on remarquera que AH cft = a-, puifque AH = Ao x ^ ^ 
= aa. Ainfi ayant nommé la tangente MT , îi la ligne AK 
ou MP, y \ on aura JCF = -^, & le Trapefe parabolique 
*Art.ii 9 . FAKHou * f FK X KO — f HAx AO = f at =» 

■\aa = AM x a . C’efi à dire en divifant par i», que la por- 
tion cherchée = f f Hj — ^ ^ 
te conftruftioo. 
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■ '■Ayant mené du point donne M fur Ja iccondc Parabole cu- 
bique AMB , la tangente MT qui rencontre en ^ la ligne AK 
menée par l’origine A de l’axe AC perpendiculairement à cet 
axe, on prendra fur cette ligne la partie AV = -^a; & 
ayant tiré VC parallèle à MT qui rencontre l’axe en C, on dé- 
crira du centre P" & du rayon VA un arc de cercle qui coupe 
VC CD X. Je dis que la portion AM de la fécondé Parabole 
cubique AMB fera égale à la fomme des deux droites , 

ex. 

Car à caufc des triangles fcrablablcs TPM, TA^, il eft 
clair que MQj= f MT (t ), puilque AP — j PT; & à 
caufe des triangles fcmblabJes M^ , V AC , il vient MP (j> J. 

ÂfT ( t ):: AV ( ü ) . FC = 4^ , & partant CX = 

^ Donc &c. 

PROPOSITION XVI. 

4 

Théorème. 

SofT’ uue Hyperbole équtïatcre EAF, qui ait pour centre U Fic.CxxTm. 
point C, dr four la moitié de fon premier axe la droite CAi 
avec une Parabole NCS qui ait pour axe la ligne AC prolon- 
gée du côté de C qui en fera l'origine , & pour paramétré de 
taxe une ligne double de CA . Si l’on mène par un point quel- 
conque N de la Parabole NCS , une parallèle NE <î CA, 
qui rencontre l'Hyperbole £AF au point E, (f fon fécond axe' 

CL au point L; je dii quel Ptfpace hyperbolique CLEA ren- 
fermé entre 1er droites AC, CL, LE, & la portion EA de 
tHjlperbole f eji égal au retiangle de la port'ton CN de la Pa- 
rabole par la droite AC. 

Ayant mené par un point quelconque ikf de la portion CM 
de la Parabole, une perpendiculaire MO à la tangence MT 
qui paffe par ce point, terminées l’une & l’autre par l'axe 
aux points G, T, & une parallèle MB ï CA y qui rencon- 
tre l’Hyperbt^ en & fon fécond axs CL en H: les lignes 
MC y HBy feront égales entr’eUes. Car menant l’ordonnée 
Afp à l’axe on aura * PG = CAi & à caufe du triangle 
reflangle MPC, le quarré -4- PG* = CH -t* 

CA = ♦ HB y à caufe de l’Hyperbole équilatére EAF\ & *jtrt.\v 7 . 
partant MC = HB . Or les triangles rcélangics fcoiblables 

‘ ' f •. 

• 
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T PM, MPC, donnent MP ou CH. MT :: PGOü CA. MG 
* .Art. 141. OU HB . Donc * &c. 

Corollaire I. 

147- D E L A il cft évident que le Trapefe hyperbolique HLEB 
cit égal au rcélangle de la portion de Parabole MN par la 
moitié CA du paramétré de Ton axe. 



Corollaire II. 

*■48. Sï mene dans l’Hyperbole équilatére EAF deux paral- 
lèles quelconques BD, EF\ & qu’on tire par leurs extrémi- 
tés des lignes droites BM, en., Dr, fs, parallèles à AC y 
lefquellcs rencontrent le fécond axe de l’Hyperbole aux points 
Ht L, K, Oi la différence des reélangles AC x MN , AC 
X RS , fera égale ( en tirant les droites BE , DF , ) à la dif- 
férence des Trapefes retlilignes HLEB, KOFD, 

* .Art. 141. Car le reélangle AC x MN eft égal * au Trapelé hyper- 

bolique HLEB \ & par confequent le redlangle AC x MN 
plus le fegment hyperbolique BE fera égal au Trapefè reéli- 
' ligne HLEB: de même le reCtangle AC x RS plus le feg- 

ment hyperbolique DF fera égal au Trapefe reéViligne KOFD. 
Donc puifque les deux fegmens hyperboliques EB , DF , font 

* .Art. 104. * égaux entr’eux, la différence des reélangles AC x MN, 

AC X RS , fera égale à la différence des Trapefes reétilignes 
HLEB, KOFD. Ce qu'il falloit démontrer. 

Corollaire III. 

•’ 49 *I_jES mêmes choies étant pofées que dans le Corollaire pré- 
cédent ; fi l’on fait aAC . LH :: BH - 4 - LE »». il eft clair 

que le reâangle AC x m = ^ LH x BH LE , c’eft à di- 



re, égal au Trapefe refliligne HLEB. De même fi l’on fait 
2 AC. KO :: KD FO. ». il eft clair que AC x n eft égal 
an Trapefe redliligne KOFD . Par confequent * la différen- 
ce des redïangles AC x MN , AC x RS , fera égale à la dif. 
ference des rcûangles AC x m, AC x »i c’eft à dire, en di- 



vifant par AC, que la différence des arcs paraboliques MN, 

RS, fera égale à la différence des droites m, ». D<JÙ l’on 
voit qu’on peut trouver des lignes droites égales à la différence 
d’une infinité d’arcs Paraboliques tels que MN, RS. 

LIVRE. 
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LIVRE SIXIÈME. 



Des SeBioris Coniques confiikrèes dans le Solide. 



CHAPITRE PREMIER. 
Dts trait Scüions Coniques en général. 

D E' F I N I T I O N S. 



I. 



I par un point fixe S élevé au de/Tiis du plan 
d’un cercle VXT, on fait mouvoir une ligne 
droite SZ indéfiniment prolongée de part & 
d’autre du point S, autour de la circonféren- 
ce du cercle , en forte qu’elle fafTc un tour 
entier ; les deux furfâces convexes produites 
par la ligne droite incéfinie SZ dans ce mouvement, font ap- 
pellées chacune fcparément Surface Conique ^ & toutes deux 
enfemble Surfaces Coniques oppôfées. 

X. 

Le point fixe S qui eft commun à l’une & à l’autre Surfa- 
ce Conique, eft nommé Sommet. 

S- 

Le cercle VXr, Bafe. 




F1C.CXXIX. 







Le Solide compris par la bafe VXI^ & par la portion de la 
Surface Conique que cette bafe coupe depuis le Sommet 5, 
eft appelle Cône. 



La ligne SX menée du Sommet J à un 
de fa bafe, en eft un des Cotés. 



point quelconque X 
T 



/ 
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6 . 

La ligne SO menée du Sommet S du Cône par le centre O 
de la bafe, en e(t l’Axe. 



7 - 

On dit qu’un Cône eft Aroitj lorfque fon axe efl perpendi- 
culaire fur le plan de fa bafe ; & au contraire qu’il ed fcale- 
ne, lorfque fbn axe ed oblique fur ce plan . 

8 . 



Fig.CXXX, 

CXXXI. 

CXXXII. 



s l’on coupe une Surface Conique par un plan F/fG qui ne 
pafle point par le Sommet S, & qui ne foit point parallèle au 
plan de la bafe yXYi la ligne courbe FAg formée par la ren- 
contre de ce plan avec la Surface Conique , efl appellée Sec- 
tion Conique. 



9 - 

Si l’on mene par le Sommet S d’un Cône, un plan ST>E pa- 
rallèle au plan d’une Scflion Conique ; la droite indéfinie T>E 
formée par la rencontre de ce plan avec celui de la bafe du 
Cône, s’appellera VireSîrice. 



Fie. CXXXII, 



Fig eXXX. 
CXXXI. 
CXXXIL 



10. 

Une SciSlion Conique FAG efl appellée Parabole, lorfque la 
Diredlrice D£ touche le cercle qui eff la bafe du Cône : Elit- 
pfe , lorfqu’elle tombe toute entière au dehors : & Hyperbole , 
lorfqu’clle le traverfe . 

Mais dans ce dernier cas , fi l’on prolonge le plan de la Sec- 
tion , il cft vifiblc qu’il rencontrera la Surface Conique oppo- 
fée i la ligne courbe K MH formée par cette rencontre , fera 
nommée Hyperbole oppojie à la première FAG > & les deux 
enfemble, Hyperbole i ou Se fl ions oppoféet . 

1 1 . 

Si dans le plan d’une Seélion Conique il y a une ligne droi- 
te qui ne la rencontre qu’en un feul point, & qui étant prolon- 
gée indéfiniment de part & d’autre n’entre point dedans, mais 
tombe toute entière au dehors ; cette ligne fera nommée Tan- 
gente, & le point oîi elle rencontre la Scélion , point à.' Attou- 
chement. 



Corollaire i. 

50. f ^ ans la Parabole tous les côtés du Cône étant prolongés 
F1C.CXXX. indéfiniment rencontreront néceflaircmcnt fon plan, excepté 
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U feul côré ST> tiré du Sommet S par le point D où la Direc- 
trice VE couche la bafe ; puifqu’it ny a que ce côté qui foie 
dans le plan SVB parallèle à celui de la Sedlion , & que tous 
les autres le coupent dans le point S. D’où il ell clair que la 
Parabole s’étend à l’inhni , & ne rentre point en elle même. 

Corollaire II. 

1 y I . T^ANS l’Ellipfe tous les côtés du Cône étant prolongés , s’il Fie. CXxxi. 

: elt nécellàire, rencontrent Ton plan ; puifque le plan SVE qui 

' lui eft parallèle , eft rencontré par tout dans le pwnt 5 . D’où 

> l’on voit qu'elle renferme uu cfpace cin rentrant en elle meme . 

Corollaire III. 

1 ijfi- J)ans les Hyperboles oppofées tous les côtés du Cone ( ex- Fi«.cxxxii. 
' cepré les deux SD, SE, tirés du Sommet S . aux points V,E, 

' où la Direélrice coupe la bafe) étant prolongés indéfiniment 

de part Ôc d’autre du Sommet S, rencontrent néceffairement 
leur plan ; puifqu’il n’y a que ces deux côtés qui tombent dans 
! le plan SVE parallèle au plan de ces deux Hyperboles, & que 

' tous les autres le coupent dans le point S. Les côtés de la por- 

I tion SVVE forment les points de l’Hyperbole F AG , & ceux 

de la portion SVYE étant prolongés de l’autre côté- du Sont- 
' mec 5*, forment les pdnts de fbn oppofée KMH. D'oîi l’on 

' voit que les Hyperboles oppofées , s’étendent chacun à Tinfi- 

' ni , & ne rentrent point en elles-mêmes , non plus que la P»> 

' rabole. 

PROPOSITION I. 

^ Théorème. 

l'on coupe Jeux furfacei Coniques oppofées , par un p/an Fk CXXXUL 
^ Sam qui pajfanî par leur Sommet S, entre au dedans , je dis 
qu'il formera par fa rencontre avec ces deux Surfaces , deux 
lignes droites Sa , Sra , indéfiniment prolongées de part & 
d'autre du point S. 

Car foit am la commune Scélion du plan coupant , & du 
plan de la bafe ; il eft clair qu’elle rencontrera cette bafe en 
deux points a , m\ puifque par la fuppofition le plan Sam en- 
tre au dedans de la furf'ace Conique. Or fi l'on mene les cô:és 

T ij 
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5/m, indéfiniment prolongés de part & d’autre du fom-' 
inet 5 ; il cfl évident par la génération des Surfaces Coni- 
ques cppofées que ces côtés feront les deux communes Sec- 
tions de ces deux Surfaces , avec le plan coupant Sam . Cefl 
ce qu'il falhit démotitrer . 

Corollaire I. 

^54- C^ OMME la partie de la ligne am qui joint les deux points 
a, m, de la circonférence, tombe au dedans de la bafe, & 
que tout le refie de cette ligne tombe au dehors ; il s’enfuit 
que fi l’on conçoit que le plan Sim folt indéfiniment étendu 
tout autour du Sommet 5, la partie de ce plan qui fera ren- 
fermée dans l’angle a5i», & dans fbn oppofé au Sommet, 
tombera au dedans des deux Surfaces Coniques oppofées, & 
que tout le refie de ce plan tombera entre ou ( ce qui cft U 
même chofe ) au dehors de ces deux Surfaces . 

Corollaire II, 

S' J)e-LA il fuit que fi l’on joint deux points quelconques A , 
Fic.CXXX. ^ ^ d’une Seftion Conique par une ligne droite, elle fera 
renfermée au dedans de la Sefiion ; & qu’étant prolongée 
indéfiniment de part & d’autre , elle tombera toute entière 
au dehors. Car menant du Sommet 5 par les points M, 
les côtés Sa, Sm, ôc faifànt paffer un plan par ces côtés; il 
efl clair que la ligne AM tombe dans la partie de ce plan 
qui efl renfermée dans l’angle aSm, & que tout le refte de 
cette ligne fe trouve dans la partie de ce plan qui tombe 
dans les angles à côté . 

Corollaire III. 

1 J J'of’ niene par le Sommet 5 du cône une ligne parallèle à 
une ligne AAf terminée par une Seélion Conique ; il cfl clair 
par le Corollaire précédent que cette ligne SH , tombera dan* 
Tun des angles à cô'éde l’angle aSm, ^efl à dire au dehors de 
la furface Conique ; & qu’ainfi elle ira rencontrer le plan de 
la bafe en quelque point hors la circonférence du cercle , ou 
bien quelle lui fera parallèle. 
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CorollaireIV. 

J7* Jl fuit encore du Corollaire premier que fi l’on joint deux Fic.cxxxiL 
points quelconques A, M, de deux Hyperboles oppofées par 
une ligne droite, clic fera renfermée entre ces Hyperboles » & 
qu’étant indéfiniment prolongée de part & d’autre , elle entre- 
ra au dedans. Car menant par le Sommet S les côtés Sa, Sm^ 
qui paflent par les points A, M, & faifant pafier par ces cô- 
tés un plan indéfiniment étendu tout autour du point J ; il elt 
I clair que la partie de ce plan qui ell renfermée dans l’angle 

, ou tombe la ligne AM, efi comprife entre ces deux 

, Surfaces , & que la partie du même plan qui cft renfermée 

entre les deux angles à côté où Ce trouvent les prolongemens 
I de la ligne AM, tombent au dedans de ces deux Surfaces . Or 

I comme la ligne AM efi la commune Seé^ion du plan Sam 

avec celui des deux Hyperboles oppofées , il s’enfuit ëcc. 

Corollaire V. 

x5«.Il fuit aufil des Corollaires deuxième & quatrième, qu’une 
ligne droite ne peut rencontrer une Seélion Conique , ou les 
deux Hyperboles oppofées , au plus qu’en deux points, 

PROPOSITION IL 
, Thcoiêmc . 

' J/ ton Coupe tune eu t autre des deux Surfaces Fic.CXXlx. 

oppofées , par un plan ovxy parallèle à la bafe OVXY ; 
je dit que la Seêiion qu’il forme par fa rencontre avec la 
Surface Conique ^ c(l un cercle qui a pour centre le point o, 
où ce plan rencontre taxe S O , prolongé de t autre coté du 
Sommet S, krfquil eji nece faire. 

Car fi l’on mene par un point quelconque X de la bafe au 
centre O le rayon Xo , & au Sommet S le côté XS qui ren- 
contre le plan ovxp au point x : les lignes OX , ox , feront 
parallèles entr’elles » puifqu’clles font les communes Seélions 
de deux plans parallèles OVXT, ovxy, par le même plan SOX 
prolongé, s’il eft néceflàire de l’autre côté du Sommet S . Les 
triangles oSx^ feront donc femblables; ôc par confé- 

T iij 
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quent on aura toujours SO . OX :: 5o. ox. Or les premiers 
termes de cette proportion éwnt par tout les mêmes , le qua- 
trième ox ne changera point de grandeur en quelque endroit 
que tombe le point x D’où l’on voit que la ligne courbe vxy 
cft la circonférence d’un cercle qui a pour centre le point o , 

Corollaire. 

léo. Jl fuit de-là qu’on peur placer la bafe d’un cône en tel en- 
droit qu’on veut , félon qu’il eft plus commode . C’eft pour- 
quoi lorfque la Scâion dî uoe Parabole ou une Hyperbole , 
on la place ordinairement en forte qu’elle coupe la Se£hon ; 
mais lotfque c’eft une EHipfe on la place tantôt de manière 
qu’elle la coupe , & tantôt de manière qu’elle tombe audef- 
fous. 

• PROPOSITION III. 

Tficorêmc. 

.c.Si dans Je plan d'une Parabole FAG,'/’o»//rf par an de' 
FIC.CXXX. ye; point t ^uekomjues A vert Je dedanf du cône ^ une ligne 
droite indijiuie A B parallèle au cbté S D qui p^Jfe par le 
point où ta TiireEirice DE touche la bafe j je dit que ect^ 
le ligne AB tombe toute entière au deiant de la SeElion, 
(ÿ quelle ne la rencontrera jamait quoique prolongt/e à l'in- 
fini du cbté de B . 

Car ayant mené par le Sommet 5 du cône , & par la l'^e 
AB un plan SAB, il formera par fa rencontre avec la Surface 
Conique deux côtés, dont l’un fera toujours la ligne SD, puiC 
que AB lui elt parallèle ; & l’autre la ligne Sa qui paife par 
le point A. Or le plan DSa renfermé entre les cô'ès SD, Sa, 
prolongés à l’infini du côté de D ÔC a, tombe * au dedans de 
la Surface Conique. Par confèquent la ligne 5 qui eft tou- 
jours dans ce plan , étant parallèle au côté SD , tombera tou- 
te entière au dedans de la Parabole , & ne fa rencontrera ja- 
mais quoique prolongée à l’infini vers S. 
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PROPOSITION IV. 

Thcorêmc . 

d$ini le plan dune Parabole F AG, ton tire par un de Fio,CXXX. 
Jcs points ijuclconques A vers le dedans du cosse ^ une ligne 
droite AM qui ne fait poisst parallèle au coté SD, qui paf- 
fe par le point D tis la Vire^rsce DE touche Ja bafe : je 
dis que cette ligne étant prolossge'e autant qu'il fera necef 
faite, rencontrera la Parabole en quelque autre pOtM M. 

Car fi l’on fait paflèr par le Sommet S du cône & par cette 
ligne un plan SAMf il efl clair qu’il entre au dedans de la 
Surface Conique, & qu’il ne paffe point par le côté 5P; d’oà 
il fuit que ce plan forme fur la Surface Conique * deux côtés 
Sa, Sm; dont l’un Sa pafle' par le point A; & l’autre .V»» 
n’ed point parallèle au plan de la Scélion , puisqu’il n’y a {byp ) 
que le feul côté qui lui Ibit parallèle. Par conÆquent le 
côté Sm étant prolongé (s’il eft necefiaire) rencontrera le plan 
de la Parabole en un point JVf, par où paffe la ligne AM qui 
eff formée par la rencontre du plan a Sm avec celui de la rà- 
rabole. Or il eff vifible que'ce point ilf eff un des points de 
là Parabole FaG\ puilqu’il fe trouve en même temps’ dans le 
plan de la Seélion, & fur la Surface Conique . Donc &c. 

PROPOSITION V. 



Problème . 

^ ^ ^ ’ ^/£enER a' un point donné A fur une SeBlion Conique, une Fic.cxxxiii. 
Tangente AF. cxxxiv. 

Ayant mené par le point A & par le Sommet S du cône, 
une ligne droite SA qui rencontre le plan de la bafe au point 
a ; on tirera à cette bafe par le point a la Tangente Eaf ; & 
la ligne A^ formée par la rencontre du plan SEaf ( prolon- 
ge , s’il eff néccflâire, au de-là du Sommet S) avec le plan de 
la Seétion , fera la Tangente qu’on cherche. 

Car paifque la Tangente £<»/ tombe toute entière au de- 
hors de la- baie excepté le Icul point a , il s’enfuit que le plan 
SEaf prolongé indéfiniment de part & d’autre du &mmct S 
uft rencontre les Surfeccs Coniques oppofées que dans la ligne 
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Sa SLuffi prolongée indéfinimenc de part & d'autre du Som» 
met 5, & que tout le rcftc de ce plan tombe au dehors de 
ces Surfaces. Par conféquent la ligne AF formée par la ren- 
ccntre de ce ^lan avec delui de la Seélion , ne peut avoir de 
commun avec l’un ou l’autre de ces deux furfâces que le feul 
point A où la ligne Sa rencontre le plan de la Sedtion, Sc tom- 
be toute enticre au dehors excepté ce point. Donc &c. 

Corollaire I. 

2- ^4- M E l’on ne peut faire pafTèr par le point a de la bafe 

du cône, qu’une feule Tangente Eaf\ il s’enfuit auffi que d’un 
point donné A fur une Sedlion Conique , on ne peut mener 
qu’une feule tangente AF. 

Corollaire II. 

^ De-la on tire la maniéré de mener une Tangente AF pa- 
rallèle à une ligne droite MN. donnée de pofition fur le plan 
d’une Sedhon Conique ou de deux Sedlicns oppofées . Car 
ayant mené par le Sommet S du cône, une parallèle SE à MN, 
elle rencontrera la Diredtrice VE en un point E , ou bien elle 
lui fera parallèle ; puifqiie cette ligne SE fera parallèle au plan 
de la Scétion , & tombera par confequent dans le plan 5X)£ . 
S elle la rencontre en un point E qui tombe au dehors du cer- 
cle qui eft la bafe du Cône : ayant mené du point £ à ce cer- 
cle , la Tangente Eaf f il eft clair que le plan SEaf formera par 
fa rencontre avec le plan de la Se(^ion , une Tangente AF qui 
fera parallèle à la ligne MN; puifque les deux Scétions AF^ 
SE, des plans * parallèles MNASEV, coupés par le plan tou- 
chant SEaf, font parallèles cntr’elics auffi bien que 
MN. 

Corollaire III. 

i 6 6. J__jES mêmes chofes étant pofées que dans le Corollaire pré- 
cédent . 

Fie.cxxxiii. 1 ®. Dans la Parabole le Problème eft impoffible, lorfque 
la ligne MN donnée de pofition , devient parallèle au côté 
SV qui pafTe par le point V où la Direélricc VE touche la ba- 
fe; car alors le point £ tombant en V, on ne pourra mener 
par ce point û’autre Tangente que la Diredtrice VE : & com- 
me; 
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me le plan qui paiïc par le Somm.;t & par la Direélrice DE 
eft * parallèle au plan de la Parabole , il ne pourra former * Def. % 
par fa rencontre avec ce plan aucune Tangente. Mais lorfque 
la ligne donnée de pofition, n’ell point parallèle au côté JP, 
on pourra toujours mener une Tangente AF parallèle à cette 
ligne, & jamais davantage; car alors le point E tombant au 
dehors du cercle qui eft la bafe du cône, on en pourra toujours 
mener Eaf, ET>L à cefte bafe; dont l’une £ Pi. fe confon- 
dant avec la Dircéirice, ne peut fervir à trouver aucune Tan- 
gente dans le plan de laSedion; & l’autre Eaf étant diffé- 
rente de la Direétrice, fervïta toujours à trouver par la ren- 
contre du plan S Eaf avec le plan de la Parabole, une Tan- 
gente AF qui fatisfera . Il en eft de même lorfque la ligne SE 
eft parallèle à la Diredrice , car la Tangente Eaf deviendra 
alors parallèle à la Diredrice; & comme on n’en peut mener 
qu’une feule qui lui foit parallèle, puifque la Diredrice tou- 
che elle-même la bafe en un point P, il . 'enfuit &c. 

2 * . Dans l’Ellipfe on pourra toujours mener deux Tangen-Pio.cxxxiv. 
tes AF , BG, parallèles à la ligne iJfjV donnée de pofition > 

& par conféquent cntr’elles. Car tous les points de la Dire- 
drice P£ tombant au dehors de la bafe , on pourra toujours 
mener du point E deux Tangentes Eaff Ekg , à cette bafe qui 
ne fc confondront point avec la Directrice. & qui fervirontà 
former par la rencontre des plans SEaf SF.hg , avec le plan 
delà Sedion, deux Tangentes , BG , qui fat/sfêront. II 
en eft de même lorfque la ligne SE eTI parallèle à la Diredri- 
cei car au lieu des Tangentes Eaf, Eif, qui partent d’un 
point E de cette Diredrice , il n’y auroit qu’à lui mener deux 
Tangentes parallèles; ce qui eft toujours fxjffible. 

3“. Dans les Hyperboles oppofees le Problème eft impoffi- F«c. CXXXV.- 
ble, lorfque le point E tombe au dedans du cercle qui eft la 
bafe du cône; puifqu’on ne peut mener alors aucune Tangen- 
te de ce point à la bafe. Mais lorfqu’il tombe au dehors , on 
purra toujours trouver deux Tangentes AF, BG , parallèles 
à la ligne MN donnée de pofition; car la Diredrice DE tra- 
verfant la bafe, on pourra toujours mener du point E deux 
Tangentes Eaf , Eig , à cette bafe , lefquelles tombent de 
part & d autre de la Diredrice, & qui ferviront à former par 
la rencontre des plans SEaf, SElg, avec le plan de la beétion 
deux Tangentes £G, qui làtisferont , Il en eft de même 

V 
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lorfque la ligne SE e(l parallèle à la Direflrice DE j car au 
lieu des deux Tangentes £-*/, Ebgt il ny aura qu’à mener 
deux Tangentes parallèles à la Direârice; ce qui ell toujours 
pofTible . 

11 ell à remarquer dans ce dernier cas, que les Tangentes 
parallèles AF , BG , appartiennent toujours aux Hyperboles 
oppo/ées, & jamais à la même; ce qui efl évident, puifque 
les deux Tangentes £^/, Etg , de la bafe , tombent néceflài* 
rement de parc & d’autre de la Direéb'ice DE. 

Corollaire IV. 
fuit du Corollaire précédent.* 

1 °. (^e dans une Parabole ou Hyperbole, il ne peut y avoir 
deux Tangentes qui foient parallèles entr’elles» & qu’au cotv 
traire dans l’EUipTe & dans les Hyperboles oppofées , une Tan- 
gentCi^F, étant donnée de poûtion, on en peut toujours 
mener une autre BG qui lui foit parallèle. 

2 *. Que fl la ligne /l/TV donnée de poGtion , eft terminée 
par une^étion Unique , on pourra toujours mener dans la 
Parabole, une Tangente AF qui lui foit parallèle , & dans 
l’Elliplc ou les Hyperboles oppoîées deux Tangentes AF , BGi 
puifque la ligne SE menée par le Sommet S parallèlement à 
MN rencontrera * le plan de la bafe en un point E hors la cir- 
conference, ou bien lui fera parallèle. 

De' FINITIONS. 

II. 

Fig CXXXIII. Parabole , G l'on mene par un de fes points quel* 

conques A vers le dedans une ligne AB parallèle au côté SD 
qui paflë par le point D ob la Dircébice DE touche la bafe .* 
cette ligne AB fera nommée Diamètre ^ & le point A en fera 
Porigine. 

^ 3 * 

Fic.cxxxiv. Dans l’Ellipfe ou les Hyperboles oppofées , toute ligne droi- 
cxxxv, qui joint les points d’attouchement de deux tangentes 

parallèles AF^ BG, eft appellée Diamètre ; & les pdnts, 
Af B , en fent les extrémités . 

FigCXXXIII * 

cxxxiv Si pai* un point quelconque F de tel Diamètre AB qu’oa 

cxxxv. 
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voudra d’une Sc£lion Conique , l’on tire une ligne droite MN. 
qui rencontre la bcaion aux points M, N , & qui foit parai- 
lele à la tangente AF qui paL"^ par l’origine ^4 de ce Diamè- 
tre dans la Parabole, & par l’une ou l’autre de fcs extrémi- 
tés dans les autres Serions : on dira que cette ligne MN eft 
Ordonnée de part & d’autre au Diamètre AB , & que cha- 
cune de fcs parties PM , ou PW , eft Ordonnée à ce Dia- 
mètre. 

ïî- 

Lorfqu’un Diamètre fait avec fes Ordonnées des angles 
droits ^ oo l'appelle A*:e , 

Corollaire. 

x6S. Jl fuit de la Définition douzième : 

1 ®. Que tous les Diamètres d’une Parabole font parallèles 
entr’eux » puifqu’ils font tous parallèles au même côté du cô- 
ne SD qui palfe par le point D oh la Direârice DE touche 
la bafe. 

2 °. Que par un point donné fur le plan d’une Parabole, oa 
ne peut mener qu’un fcul D'iametre, puifqu’on ne peut mener 
par ce point qu’une feule parallèle au côté SD . 

PROPOSITION VI. 

Problème . 

diamètre AB eTune SeWon Conique étant donné , rfoèrpiGCXXXVL 
une de fer ordonnées PMt décrire U SeSilon. cxxxvii. 

Ayant fait paflèr par l’ordonnée PM un plan quelconque ' ** ’ 

autre que le plan APM, on mènera dans ce plan par le point 
P une perpendiculaire indéfinie P a à PM; & on décrira d’un 
point quelconque C de cette ligne, & du rayon CM un cer- 
cle. Cela fait. 

1*. Lorfque la SfÛioo doit être une Parabole. On mene- Fig.cxxxvi. 
ra de l’un des points a, P, où le cercle coupe la perpendicu- 
laire Pa ( par exemple du point a ) par l’origine A du diamè- 
tre AB y la ligne a A qui rencontre en 5, une ligne VS tirée 
de l’autre point D parallèlement à AB On décrira enfuite 
une furface Conique qui ait pour fommet le point S, & pour 
bafe le cercle VMaN . )e dis qu’elle formera par fa rencontre 

V ij 
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avec le plan APM, la Parabole cherchée MAN. Car ayant 
mené par les extrémités du diamètre Da les parallèles DE , 
*Hyp. aff à FM\ il efl clair qu’eilc* feront tangentes, puifquc * 
PM eft perpendiculaire fur Da. Or le plan S DE qui pafle par 
Je Jbmmet S du cône & par la tangente DE, cft parallèle au 
plan APM, puifquc * Sû efl parallèle a AP , & P£ à PM, 
* Def.io. & d’oîi il fuit * que la Section MAN faite par le plan APM 
dans la furface Conique, fera une Parabole qui aura pour dia- 
mètre la ligne AB. De plus le plan touchant Saf forme dans 
*Urt. i 6 i. le plan APM * une tangente AF , qui fera parallèle à PM i 
^ puifqu’ellc efl la commune Scétion des deux plans Saf, APM, 

* Def. 14. qui paffent par les parallèles af, PM; & par confcq'uent * 
la ligne PM fera ordonnée au diamètre AB. 

F1.CXXXVII. 2°. Lorfque la Seélion Conique doit être une Ellipfe ou 
cxxxvili. une Hyperbole. On mènera des points 4 b, oh la perpendi- 
culaire indéfinie Pa coupe le cercle, par les extrémités A, B ^ 
du diamètre AB , les droites aA, b B; qui fe rencontrent au 
point 5 . On décrira enfuite un cône qui ait pour fommet îe 
point 5 , & pour bafe le cercle 4 . Je dis que le plan 
APM formera dans la furfâce de ce cône la Sedtion MAM 
qu’on demande. Car menant SD parallèle au diamètre AB de 
la Seélion, & qui rencontre en D le diamètre ab de la bafe, 
par où & par les extrémités a, b, foient tirées les parallèles, 
DE, af, b g; à PMi il efl clair que le plan S DE fera pa- 
*Def- 9 - rallde au plan APM, & qu'ainfi DE * fera la Dircélricc. 
Or dans l'Ellipfc le point D tombe fur le diamètre ab prolon- 
gé hors le cercle } puifque le diaillctrc AB de la Section, tom- 
be dans l'angle aSb fait par les côtés du cône Sa, Si: & au 
' contraire dans l’Hyperbole le point D tombe au dedans du 

cercle j puifqu’alors le diamètre AB tombe dans l’angle 4 SB 
qui cfi à côté de l’angle 4 Si. D’où il fuit félon la Définition 
10 que la SedVion MAN efi une Ellipfe dans le premier cas , 
& une Hyperbole dans le fécond , De plus la tangente AF 
qui pafiè par l’extremité A du diamètre AB, étant la com- 
mune Sedhon du plan touchant Saf & du plan coupant APM, 
qui paffent par les parallèles af, PM, fera parallèle à PM: 
& de même la tangente BG étant la commune Sedliondu plan 
touchant Sbg & du plan coupant APM, lefquels paffent par 
les deux parallèles bg , PM, fera aufli parallèle à PM . D'où 
l’on voit que la ligne AB eft * un diamètre qui a pour 
4>rdonnée PM. 
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11 peut arriver dans rEllipfe que les lignes Aa, Bb ^ foient 
parallèles entr’cllcs; mais alors il n’y aura qu’à prendre pour 
le centre C du cercle a Mb N, tel autre point qu’on voudra 
de la ligne A b , 



D E' F I N 1 T I O N . 



16, 

Si par les deux points P, E, où la Direftrice coupe la ba-Fic.cxxxix 
fe, lorfque la Seftion eft une Hyperbole , on tire deux Tan- 
gentes PH, EK , ôc que par le Sommet S & ces Tangentes , 
on faflè pafîèr deux plans SVH, SEK: les deux lignes droites 
indéfinies CH, C/f , que ces deux plans forment jwr leurs ren. 
contres avec le plan des Hyperboles, font appcllecs Afytnpto- 
tei. 



Corollaire. 



2 . 70.51 par un point d’attouchement P, l’on mene le coté T>S 
prolongé indéfiniment de part & d’autre du Sommet S: il eft 
vifibleque le plan 5PH ne peut avoir de commun avec les 
deux furfaces Coniques oppofées que ce côté; jwilque tous 
les points de la Tangente PH tombent hors la circonférence 
de la bafe, excepté le fêul point P. Or le plan SVE qui paf 
fe par le Sommet J & par la Direétrice P£ , étant * paralle- * nef. <>. 
le au plan des Hyperboles oppofées , les communes Sedlions 
5P , CH, de ces deux plans avec le même plan SDH feront 
parallèles entr’elles; c’eft pourqqoi l’Afymptote CH tombera 
toute enticre au dehors & entre les deux furfaces Coniques op- 
pofées, & laiflera par conféquent les Hyperboles oppofées 
toutes entières de part & d’autre fans les rencontrer. On prou- 
vera la même chofe de l’autre Afymptote CK . Or comme les 
deux Afymptfjtes CH, C/f , font formées par les plans 5PH, 

SEK, qui tombent de prt & d’autre de la même furface Co- 
nique dk de fen oppoféej il s’enfuit que tous les points de l’Hy- 
perbole F AG font compris dans l’angle HCK , & que tous les 
points de fon oppofée tombent dans l’angle qui lui eft oppofé 
au Sommet. 




( 



V iij 
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PROPOSITION VIL 
Thcorêmc. 

1 7 ' • quelconque B cP une Afymptote CK , Fon 

K)c4(MUX. mene une parallèle ÈA à C autre Afymptote CH; je dis quel- 
G. f^ncontrera l'une des Hyperboles opp^fies en un feul point 

A f & qu'étant prolongée indêfniment , elle tombera toute en~ 
tiere au dedans. 

Puifque les deux lignes BA , SD, font parallèles à la même 
Tigne CH, elles le feront entr elles; & ainfi elles fe trouveront 
dans un même plan, lequel entrera au dedans des deux furlâ- 
ces Coniques oppofées, puHqu’il pafTe par l’un de leurs côtés 
SD , & qu'il fait un angle avec le plan SDH qui la touche dans 
ce côté . Le plan des parallèles BA, SD , formera donc dans 
les deux furfàces Coniques, deux côtés, dont l'un eft le côté 
SD, & l’autre le côté Sa, qui coupera néceflairement la li- 
gne B A en quelque point A, puifqu’il eü fitué dans le plan 
qui paflê par les parallèles SD, AB , & qu'il coupe SD ea S. 
Donc puifque le point A Ce trouve en même temps dans l’une 
des furfeces Coniques & dans le plan des Hypetboles, il ap- 
partiendra à l’une de ces Hyperboles . De plus puifque la li- 
gne BA étant prolongée indéfinimenc du côté du point A, 
tombe toute entière dans le plan DSa renfermé entre les cô* 
tez DS, Sa, lorfquc le point A appartient à l'Hyperbole 
FAG, & dans fon oppofé au Sommet ASd lorfqu’il appar- 
tient à l’Hyperbole oppofée ; il eft vifible qu’elle tombera 
toute entière au dedans de l’une des deux furfàces Coniques, 
& par conféquent auffi au dedans de l'Hyperbole qui en eft 
la Seélioo . Ce qu'il fallait démontrer . 

Corollaire. 

A on voit qu’entre une Hyperbole FAG dc fon 
lymptote CH, on ne fçauroit faire paflèr aucune ligne paral- 
lèle à cette Afymptote. Or comme la ligne B A fcparc l’Hy- 
perbole qu’elle rencontre en deux portions indéfinies , dont 
î’unc tombe néceflairement toute entière dans l’cfpacc coifr 
pris entre les parallèles BA, CHj il s’enfuit que plus C 5 ^c- 
viendra petite, plus le point A avancera dans cetre portion, 
& cela toujours de plus en plus jufqu’à ce que CB devicoo* 
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plus petite qu’aucune grandeur donnée. Ceft à diie, qu’uiw 
Hyperbole & fon Afyroptctc étant l’une & l’autre continuée 
indéfiniment, elles s'approcheront toujours de plus en plus, 
en forte ejue leur diftaucc deviendra enfin nwindre qu’aucu- 
ne donnée, fans pouvoir ncatmiwns * jamais fe rencontrer. 170. 

PROPOSITION VIIL 
Problème. 

Les Ajÿmpîoîes CH , CK , Hyperhok F AG étant 
Ènnées avec un de fer points quelconques F , décrire fHy- 
perhole . 

Ayant mené par le point donné F , une ligne droite quel- Fic.cxL. 
conque HK terminée par les afymptotes , on fera palier par 
cette ligne un plan qoelconqne autre que le plan HCK, dans 
lequel on tirera par le point de milieu P de HK une perpen- 
diculaire indéfinie MA? à cette ligne ; & on décrira d’un de 
fes points quelconques O comme centre, & du rayon OF, 
un cercle FMN. On mènera des points H, K , deux Tat> 
genres HD^ KE,^ ce cercle i & par les points d’attouche- 
mens D, JB, deux parallèles DS, BS, aux Afymptotes CH, 

CK, lefquelles fe rencontreront en un point S y duquel corn- 
me Sommet , on décrira une furface Conique qui ait pour 
bafe le cercle FMN. Je dis que cette furface Conique for- 
mera par fa rencontre avec le plan HCK, l’Hyperbole requi- 
fc FAG. ' — 

Il eft clair par la propriété du cercle FMN ; i*. Que la 
corde Fg eft diviféc par le milieu au point P, par le diamè- 
tre MA? qui lui eft * perpendiculaire; & partant, puifque *////». 
par la conftruélion PH = PK , il s’enfuit que FH = GK, 

CH = F K ; & par conféquent GH x HF = F K x KG. 

a*. Que GH X HF = Hü\ & FK x KG = KË\ & 
qu’ainfi HD ■= KE. 3® . Que fi l’on preJonge les Tangentes 
HD, KE, jufqu’à ce qu’elles fc rencontrent en un point ^ 

les parties D^ , , feront égales entr’elles . Ce qui donne 

E^:: DH . EK . D’où Ton voit que la ligne DE qui 
joint les points d’attouchemenS des deux Tangentes HD, 

KE , fera parallèle à la ligne HK , & le plan SDE au plan 
CHK : c’eft pourquoi la ligne DE fera * la Direflrice } & *Def.p. 
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comme elle coupe la bafe en deux points , la Séflion Co«. 

*Def. 10 . qye ync Hyperbole. De plus il eft évident que 

cette Hyperbole paflera par le point donné F , puifque ce 
point eft commun tant à la furface Conique , qu’au plan 
HCK qui cil celui de l’Hyperbole ; & quelle aura pour 
afymptotes les lignes CH , CK , puifqu’clles font * les com- 
munes Scélions des plans touchans SDH , SEK , & du plan 
de l’Hyperbole. 

S’il arrivoit que les Tangentes DHf EK, fuflent parallèles 
entr’elles, on verroit alors tout d’un coup que les lignes DE, 
HK , feroient parallèles entr’elles , puifque ces Tangentes font 
égales; & le refte fe démontreroit de la même maniéré que 
ci-dedus. 

PROPOSITION IX. 

Theorême. 

2-74-^^/L y a deux lignei droites M.N , AB, terminées par une 
XlIP*^** Conique ou par Us Serions oppofées, Ujquelles fe ren- 

contrent en un point P -, & qui foient parallèles à deux au- 
tres lignes, SE, SD, données de pofilion : je dis que lerec- 
tanfrle MP x PN eft au rcHangle AP x PB , en raifon 
donnée ; cefl â dire c^ue la raifon de ces deux reSlangUs 
demeure toujours la meme , en quelque endroit que puiftent 
tomber les deux lignes MN, AB. 

Ayant mené par les parallèles SE. , MN , & SD , AB , 
deux plans , ils formeront dans le plan de la bafe , deux li- 
gnes droites Enm f Dba , & dans la furface Conique les cô- 
tés SMm, SNn, SAa , SBb', & leur commune interfeélion 
fera la ligne SPp, qui rencontre le plan de la baie au point 
p, où les deux droites Em , Da , s’entrecoupent; par lequel 
je mene dans le plan SMN la droite HK parallèle à MN, Sc 
dans le plan SAB la droite FG parallèle à AB . Cela pcfé . 

Les triangles femblables SPM, SpH > SPN, tpK ; SP A, 

SpF ; SPB , SpG, donnent MP x PN. Hp x pK :: i'P* Sp 

a AP X. PB. Fp X pG, Et partant on aura MP x PN . AP 

X PB Hp X pK . Fp X pG. Or la raifon de Hp x pK k Fp * 

pG f eft compofée des deux raifons de Hp x pK h mp x pn , 

& de 
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Ce de tnp X pa ou par la propriété du cercle ap x pb z Fp x 
pG . Mais à caufe des triarigles femblables Hpm , SEm , & 

Kpn, SEn , il vient Hp . tnp :: SE . mE . £t pK . pn :: SE . 

En . Et en multipliant les Antecedens & les Conféquens de 

ces deux raifons, Hp x pK . mp x p» S E . mE x En : on 

prouvera de même à caufe des triangles femblables Fpa , ' 

SDa , & Gpb , SDb , que ap x pb . Fp x pG :: aD x Db . 

SD . Il eft donc évident que la railbn de MP x P N à AP ‘ • 

X Afi , eft compofée des deux raifons de SE à mE x En j i : ' * 

& de aD x Db II SD ; lefquclles par la propriété du ccTc\c^,r^'^:»»/*^ 
qui eft la bafe du cône , demeurent toujours les mêmes en ^ 

quelque endroit que tombent les droites MR , AB , parce 
que les points H , D, ne changent point . Donc le reétangle’ 

MP X PR eft au reélangle AP x PB en raifon donnée . Ce 
^ui/ fallait démontrer . 

' Corollaire. 

^75’ T)e-LA on voit que fi dans une Seélion Conique, oîl entre pte CXLUL 
les ieélions oppofées , il y a deux lignes droites MN , OR , CXLIV. 
pralleles entrelles & qui rencontrent aux points P , .Q , 
une troifiéme ligne droite AB auftî terminée par la Sedlion ; 
on aura MP x PN. x ^r AP x PB . A^ x 

PROPOSITION X. 

Theorêtne. 

^7 par un point quelconque A cTune Parabole ou <l'uf>e Hy-' Ÿ ic.cxlv. 

pcrhole M AN,,/’o» tire une ligne droite AB parallèle au 
côté du cône SD, mené dans la Parabole par le point D où 
la DireSirice touche la bafe , & dans l'Hyperbole par l'un 
des deux points où elle la remontre ; Cf que par un point 
quelconque P de cette ligne, fon tire une ligne MN par ah' 
lele ù une ligne SE donnée de pofstion , Cf terminée par la 
SeHson ou par les Serions oppofées , avec une autre ligne 
FG parallèle à la ligne Da commune SeSîion du plan SAB 

X 
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avec celui de la bafe , & terminée par le! (étés Sa , SD e 
je du que la raîjon du rcfî angle MP x PN au reil angle 
FP X PG efl donnée , cejl à dire quelle demeure toujouri 
la même, en quelque endroit de la ligne AB ^ue tombe le 
point P. 

Ayant mené par les parallèles, SE, MN , un plan : il for- 
mera dans celui de la bafe une ligne droite Enm ; dans la fur- 
face Conique les côtes SMm , SNn ; & dans le plan SDa U 
ligne SPp qui rencontre la baie au point p, où les lignes Em , 
Da, s’entrecoupent, par lequel je mène dans le plan S MH 
la ligne HK parallèle à MN . Cela pofé , les triangles fembla- 
bles SPM , SpH i SPN , SfK ; SPP ,_Spa ; SPG , SpD 

donneront MP x PN . HpxpK :: SP . S p . F P x PG . 
ap X pD, ou par la propriété du cercle mp x pn. Et partant 
on aura MP x PN. F P x PG Hp x pK . mpxpn. Mais la 
raifon de Ilp x pK^ mp 'x pn , ell compolce de deux raifons 
de Hp à pm, & de pK à pn, c’eft à dire , à caulc des trian- 
gles iemblablcs Hpm, SEm, & Kpn, SEn , des deux rai- 
fons de SE à Em , 6c de SE a En -, 6c par conféquent Hp x 

pK . mp X pn , ou MP x PN . F P x PG :: SE . mE x En, 

Donc puifque le point E ne change point en quelque endroit 
que l’on prenne le point P , 6c que tous les reél inglcs Em x 
En font égaux par la propriété du cercle ; il s’enluit que MP 
X PN eft à F P X PG cir raifon donnée. Ce quilfalloit démon- 
trer. 

Corollaire. 

^77‘ J)e-LA il eft évident que fi par un point quelconque A 
CXLVH d’une Parabole ou d’une Hyperbole MAN, l’on mène dans 
la Parabole un diamètre AB , 6c dans l’Hyperbole une paral- 
lèle AB à l’une de fes Alÿmptores j & que par deux points 
quelconques P , ^ , de la ligne AB, l’on tire deux parallèles 
MN, OR, terminées par la Scéiien ou par les Serions oppo. 
fées , on aura MP x P N . O^x AP . A^. 

Car menant le plan SAB qm forme par fa rencontre avec 
la furlâce Conique les côtés SD , Sa , entre lefquels le côté 
SD pafléra par le point où la Direélricc touche la bafe lorf- 
que la Seélion eft une Parabole , & par l’un des deux points 
où la Diretflrice la rencontre lorlque c’eft une Hyperbole > 6c 
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tirant dans le plan SDa par les fwints P, les droites PC, 
parallèles a Da : il cft clair par la Propofition précé- 
dente que MP X VN. FP x PG :: Oj^x x . 

Et quaii.fi MPx PN. OSlx FP x PG . T^x 

Or les parties PC, , des lignes FG, TV, font,égalcs cn- 
tr’ellcs» puifque les lignes AB, SD, font parallèles. Et par- 
tant MP XPN . 0Q_X Qji PP . TjQj: AP . à caii- 
ib des triangles fcmblables AP F , AQr . Donc &c. 

' chapitre il ' 

De fElîipfe en particulier,. 

-V De'F INITIONS. 



Si une ligne droite indéfinie SZ qui eft hors le plan dun Fic.cxlvil 
cercle VXT , fe meut par un de fes points X autour de la cir. 
conférence de ce cercle toujours parallèlement à elle même , 
jufqu’à ce qu’elle foit revenue au même point d’où elle écoic 
partie ; la lùrface convexe décrite par cette ligne 5Z dans ce 
mouvement, eft appcllée 

i8. 

Cette ligne 5z en chaque differente pofition ,, en cft toujours 
appellée le Côté. 

*9. 

Le cercle VXT, la Bafe. 

20. 

La droite indéfinie CO menée du centre C delà bafe pa- 
rallèlement aux côtés, en eft l’Axe, . 

II. 

Le' (blide indéfini compris par la bafe VXï & par la Sur**- 
fecc cylindrique , cft appcllé Cylindre. 

22. 

Si l’on coupe un Cylindre par un plan qui ne foit point pa- 
rallèle à fes côtés, ni au plan de fa baie 5 la ligne courbe 
AMB N formée par la rencontre de ce plan avec la Surface 
cylindrique, cft appcllé Se^iioa cylindrique. 

X a 
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PROPOSITION XI. 



27 S. 

Fic.CXLVlI. 



^Def. 10. 



1 : .. 



179. 

Pic. CXLVUI. 



16^ 



Problcmc. 

S‘ l'on 'coupe un cylindre par un plan uxy parallèle au plan 
de la bafe VXY ; la SeShon v.\y fera un cercle qui aura 
pour centre le point c où ce plan rencontre l'axe , & pour 
rayon une ligne ex égale au rayon CX de la bafe . 

Car menant par un point cjuclconque x de la Sedlion vxy 
un côté xX de la Surface cylindrique , il fera parallèle * à 
laxeCc: cefi pourquoi on pourra faire padèr un plan par 
ces deux lignes , qui formera par fa rencontre avec les deux 
plans parallèles CÎ^XÏ, cvxy , deux droites CX, cx, paral- 
lèles entr 'elles } & qui feront de plus égales, puifqu’elles font 
renfèrmees entre les parallèles Ce, X x . Or comme cela ar- 1 
rive toujours en quelque endroit de la Seélion vxy quon pren- 
ne le point X , il s’enfuit que toutes les lignes cx menées du 
point Cf aux points x de la Sit6tionvx_^ , font égales aux 
rayons CX de la bafe : c’eft à dire que la Seélion vxy fe- 
ra la circonférence d’un cercle , qui aura pour centre le 
point f , où le plan vxy rencontre l’axe du cylindre , & 
pour rayon une ligne cx égale au rayon CX de la bafe. 

Ce qu'il fallait démontrer, 

PROPOSITION XII 



Theorême. • 

OUTE Ellipfe peuf être regardée comme une SeUlon cy- 
lindrique . 

Ayant mené dans la bafe du cône où eft produite une El- 
lipfe quelconque, le diamètre ah qui rencontre à angles droits 
au point D , la Direélrice DE, foient tirés fur la furface 
Conique les côtés Sa, Sb, qui rencontrent le plan de l’El- 
lipfe aux points A, B i &. dans les plans parallèles AMB, 
SDEf les droites AB , SD. Ayant pris DF moyenne pro- 

g )rtionnelle entre aD , Db , & mené à S F les parallèles AGt 
H, Cdit décrit fur le plan de la bafe du cône, un cercle qui 
ait pour diamette la ligne GH, &• une furface ‘cylindrique 
qui ait pour bafe ce cercle, & pour côtés les droites AGf 
BH. Cela pqfe.; 
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Je dis que fi par un point quelconque P de la ligne AD ^ 

Ion tire à la Dircélrice DE, une parallèle qui rencontre la 
furfijee Conique en M, & la Cylindrique en O; les points 
AT, O, Te confondront l’un avec l’autre & n’en feront qu’un 
fëul. 

Car ayant fait paffer par cette parallèle un plan parallèle 
au plan des deux bafes tant du cône que du cylindre, il far- 
inera fur la furface Conique * un cercle KML dont le cen- * ^,1.1^9. 
tre fera la commune Seélion de ce plan avec l’axe du cône, 

& fur la furfâce Cylindrique * un autre cercle .çiWÆ dont 
le centre fera la commune Se£lion de ce même plan avec 
l’axe du cylindre. Or le plan S ah pafie * par l’axe du co- • Dcf.9. 
ne, & le plan AGHB ( qui ne fait qu’un fèul plan avec ce- 
lui du triangle Sab) par l’axe * du cylindre > & par con- *Dcf.io. 
fequent les lignes KL y QR, communes Scclior.s de ces deux 
plans, avec le plan parallèle ( à la bafe ) qui pailè par la li- 
gne POM y feront les diamètres de ces deux cercles; & cette 
ligne POM fera perpendiculaire à ces diamètres , puifqu’elle 
eft * parallèle à DE qui efi * perpendiculaire à & à GH *Hyp. 
qui ne font * qu’une même ligne, à Laquelle les diamètres 
KL ÔC qui ne font auffi qu’une meme ligne, font paral- 
lèles. De plus les lignes AB, SD, étant formées par les ren- 
contres du même plan Sha avec deux plans parallèles entr’eux; 
fçavoir, le plan SDE & celui de rEllipfe, feront aufli paral- 
lèles cntr’clles . Ceci bien entendu . 



'Hjrp. 



1". Dans le cone , à caufe du cercle kML, on aura PM* 
= KP X PL\ ik à caufe des triangles femblables APK , SDa, 
& PBL, SDb, il vient AP. KP SD. aD. Et PB. PL 
SD. Db. D’où il fuit que AP x PB. KP x PL ou PM* :: 
SD. aDx Db. 



l^ans le cylindre , à caufe du cercle , on aura 

PO — ^ X PR -y & à caufe des triangles femblables AP^ 
SDF f ÔC PB R y SDF , on formera ces deux proportions AP. 
SIP::SD. DF. Et PB^R -^D._DF. D’où il fuit que 
AP^ PB^P X PJi où PO* SD*. DP* ou aDxDb. Donc 
— PO y & PM — PO. Donc les points M, O y fe 
confopdeoc 1 un avec l’autre , & n’en font qu’un feul . Donc^ 

X iij 



Digitized by Google 




l66 -LlV RE Si X lE'M E. 

puifque cela arrive toujours en quelque endroit de la Ifgne AB 
que l’on prenne le point P , il s’enfuit que le plan de l’ElIiplè 
rencontre les furfaces Coniques & Cylindriques dans les mêmes 
points , & qu’ainfi toute Èlliplê peut toujours être regardée 
comme une Se<5lion cylindrique > 

Avertissement. 

Comme un Cylindre eft moins compofé qu’un cone^ en ce* 
que tous fes côte's font parallèles entr’eux ; au lieu que dans 
le cône ils aboutiffent tous au même point qui en eft le fora- 
meti on a pris le parti de regarder dans ce Chapitre , l’El- 
lipfe comme la Seftion d’un cylindre . Ce qui feit qu’on peut 
démontrer tout à la fois les propriétés de tous fcs diamètres; & 
que fe fervant enfuite dans le cône ( comme l’on verra dans le 
Chapitre fuivant ) de plans Elliptiques au lieu de circulaires y 
on prouvera les mêmes chofes dans la Parabole & Hyperbole 
avec une extrême facilité. 

PROPOSITION XIIL 

Theorême.. 

1 8 O. OU S les diamètres d’une Ellipfe paffent par un feul dr 

Fic. CXLIX, unique point , qui ejl Celui où le plan de rÈllipfe rencontre 
l'axe du cylindre ; & y font coupas en deux parties égales . 

Et réciproquement toutes les lignes qui paffent par ce point , 
& qui font terminées de part Ü d autre par l'EUipfe; y font 
coupées en deux également , & en font des diamètres ^ 

On nomme ce point le Centre de l’EUipfe . 

1 *. Soit AB un diamètre quelconque, & C le point où 
plan de l’EUipfe rencontre Taxe du cylindre. Si l’on mene les 
*Def. 10 . lignes Aa, £b, parallèles à l’axe Ce, il eft clair * qu’elles 
feront des côtés de la furface cylindrique, & quelesdeuit 
plans 4, GBbf qui paffent par ces deux lignes, & par 
les deux tangentes AF, BG , qui félon la définition des dia- 
mètres , doivent être parallèles entr’elles y feront parallèles 
entr’eux y & toucheront la furface cylindrique dans les côtés 
Aa, Bh\ d’où il fuit que ces deux plans formeront dans le 
plan de la bafc deux lignes af, bg, parallèles entr’ellcs , & 
qui toucheront la baie aux points a, b, oh les côtés Aa^ Bhy 
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la rencontrent . Or il cft démontré dans les Elemens de Géo- 
métrie, que la ligne 4 ^ qui joint les points d’attouchement de 
deux tangentes parallèles af, b g, d’un cercle, pafTc par fon 
centre c. Partant le \AznAahB paflèra par l’axe Ce du. cy- 
lindre} & la ligne AB, qui efl la rencontre de ce plan avec 
celui de l’ElIipfe, paflèra par le point C où cet axe rencontre 
le plan de l’Elliplc. Déplus à caufe des parallèles B b, 

Cci il eft évident que le diamètre AB de i’EUipfe, eft divifé 
en deux également au point C; puifque le diamètre ah du 
cercle l’eft au point c qui en eft le centre. Ce qu'il fallait dé^ 
montrer en premier lieu, 

2®. Si l’on mene par les extrémités A, B, d’une ligne quel- 
conque Ab, qui paffe par le point C où le plan de rEllipfe 
rencontre l’axe C ^ du cylindre , les lignes Aa, Bb, parallè- 
les à cet axe; il eft clair félon la définition 17. de la furface 
cylindrique, qu’elles en feront des côtés, & que le plan AabB 
paflèra par l’axe Cf du cylindre- D’où l’on voit que la ligne 
commune Sedlion de ce plan & de celui de la t»fe, paffe 
par le centre c de la bafe > & qu’ainfi , puifqu’elle y eft cou* 

^ en deux également , la ligne AB la fera auffi au point C. 

De plus les tangentes af, hg , qui paflènt par les extrémités 
du diamètre étant parallèles entr’elles; les plans touchans 
fa A, ghB, feront parallèles entr’eux, & formeront dans 
le plan de l’Ellipfe deux lignes parallèles AF, BG, qui la , 
toucheront aux extrémités A, B, de la ligne AB , qui co 
' fera par conféquent un diamètre . C’efi ce qu’il fatloit démon- 
irer en fécond lieu. 

Corollaire. 

® ^ • T) e-L a il eft évident que par un point donné fur le plan 
d’une Ellipfe autre que le centre , on ne peut faire paflèr qu’un 
feul diamètre. 

PROPOSITION XIV. 

, Thcorcme, 

ordonnée MPN de part & autre d un diame- Fig.cxlix. 
tre AB , efl coupée en deux également par ce diamètre en 
un point P. ' 
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Et riàproc^uemcr.t fi une ligne e]ueicoii<jue MPN terminée 
par une Ellipje & qui ne pajje point par le centre C , ejl 
coupée en deux également en P, par un diamètre ABi elle 
fera ordonnée de part & d'autre à ce diamètre. 

Aya-.it mené par les points B, M, N, le$cô:ciAa, 
Bb, Mm, Nn, parallèles à l’axe Ce du cylind-'c, & qui 
rencontrent le plan de la bafe aux points a, b, m, »; la li- 
gne P P commune St élion des deux plans AahB , MmnN^ 
lera parallèle aux côtés du cylindre , pi.i.'que tous les côtés 
font parallèles entr’eux. De plus le plan AabB palTera par 
l'axe Ce du cylindre, puifque le diamètre AB paüè par le 
point C où cet axe rencontre le plan de rEllipfè; & il forme- 
ra par confquent dans le plan de la baie une ligne ab qui paC- 
fera par le centre r, ccltàdire, un diametre . Celapofé. 

Puifque par la fuppofition la ligne Z' iVelt ordonnée de 
part & d’autre au diametre AB, elle (êra parallèle aux tan- 
gentes ylF, BC, qui padènt par les extrémités de ce diame- 
tre; & par confequenf les plans touchans F a , GBb, fe- 
ront parallèles au plan MmnN.. Les lignes que ces trois plans 
forment dans le plan de la bafe ; fçavoir les deux tangentes af^ 
bg, & la ligne tnn, léront donc parallèles entr’elles; ôc ainû 
la ligne ma lcra perpendiculaire au diametre dfc, qui la divi- 
fera par conléquent en deux parties égales au point^. D’oîl 
il fuit à caule des parallèles Mm, Pp, Nn, que la ligne 
7>IN fera aulfi divifée en deux parties égales au point P, 

Maintenant pour prouver la convcric , on mènera dans 
le plan de l Elliplc deux tangentes AP, BG, * parallèles, à 
MN i Sc ayant tiré par leurs points d’attouchemens le dia- 
metre AB, il eù clair félon les dénnitions 13 . (5c 14 . que cet- 
te ligne MN fera ordonnée de part & d’autre à ce diametre, 
& par confequent ( félon ce qu’on vient de démontrer ) cou- 
pée en deux également en P par ce même diametre . Or 
♦. z 8 i. comme l’on ne peut mener par le point P * qu’ün feul dia- 
metre , il s'enfuit que fi une ligne MN terminée par une El- 
lipfe , & qui ne pâlie point par le centre C , elt coupée en 
deux également en P par un diametre AB, elle lui fera or- 
donnée de part & d’autre. 



PROP. 
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proposition XV. 

Théorème . 

Z 8 3 . 3’^/- J 4 dans une Ellipfe deux diamètres AB, DEs dosit CXLIX. 
l'un deux DE fait parallèle aux Tangentes AF, BG, qui 
pajfent par les extrémités de l'autre AB; je dit réciproque- 
ment que le diamètre AB fera parallèle aux Tangentes qui 
pajfent par les extrémités dm diamesre DE. 

Les deux diamètres AS, D£, font appelles Conjugués 
l’uo à l’autre. ‘ , 

Ayant mené par les points A, B, D, E , les côtés Aa, 

Bh, Dd, Be, du cylindre, lefquels rencontrent le plan de 
la bafe aux points 4, b, à, e\ les plans AabB, Dde E, 
paieront par l’axe Ce du cjlindre, puifque les lignes AB, 

DE, font des diamètres del’Ellipfe; & formeront par coo- 
féquent dans le plan de la bafe, deux diamètres ab , de. Or 
le plan touchant FAa étant parallèle au plan DdeE , fornie- 
ra dans le plan de la bafe une Tangente af parallèle au dia- 
mètre de, lequel diamètre fera par conféquent perpendiculai- 
re for le diamètre ab. Si donc l’on rnene par l’une des extré- 
mités d du diamètre de une Tangente db au cercle , elle fera 
parallèle au diamètre & le plan bbD parallèle au plan 
AabB : c’eft pourquoi les communes Seâions de ces deux 
plans avec le plan de l’Ellipfe , fçavoir la Tangente DH & 
le diamètre ^B , font parallèles entr’clles. On prouvera la 
rheme chofe à l’egard de la Tangente qui paffe par l’autre 
extrémité E du diamètre DE. Donc &c. 

Corollaire I. 

x 84. D-u A il eft évident que s’il y a deux d'umetres conjugués 
AB, T>E, dans une Ellipfej les deux plans qui paflènt par 
ces diamètres & par l’axe Ce du cylindre , formeront dans le 
plan de la bafo deux diamètres ab, de , qui feront perpendi- 
culaires entr’eux : cequieArédproque. 

I 

Corollaire II. 

i 8 S-Jl fuit encore de cette Propofitioo que G par un point quel- 
conque i* d’un diamètre AB , on mené une ordonnée MP H 
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de part & d’autre, elle fera parallèle au diametrê J)E qui 
17J. lui cft conjugué ; & qu’ainfi on aura * PM x PN ou PM* . 
JXT X CE ou DC :: AP x PB . AC x CB ou AC • Ce qui 
donne PM . AP x PB :: DC . AC :: 4PC ou DE . 4.AC 
ou AB . Ceft à dire que le quarré d’une ordonnée quelcocw 
que MP à un diamètre AB, cft au redlangle AP x PB fa\t 
des parties de ce diamètre comme le quarré du diamètre 
DE qui lui eft conjugué, eft au quarré du diamètre AB.. 

PROPOSITION XVL 
Tlicorémc. 

2 - 8 par un point quelconque M dt une Elllpfe AMB. ». fom. 

Fig. CL, Tangente FMG qui rencontre aux f oints F, G, 

deux autres Tangentes AF, BG , parallèles enîr elles : je 
dis que FM. MG :: AF. BG. 

Ayant mené par les points d’attouchemens yJ, *B, M, les 
côiésAa, Bb, Mm, du cylindre» &faitpafter par ces côtés 
& par les Tangentes AF ,BG, FG, les. trois phns F Aa, GBh, 
EMm, ou CMm;, il cft clair que les. communes Sc6lioos Ff , 
Çg , des deux premiers plans avec le troifiéme , feront paral- 
lèles tant cntr'elles, qu’avec les côtés du cylindre ; car^ les deux 
fâinsFMsn, FAe, paflant par les cô:és yVf/a , Aa, qui font 
parallèles entr'eux, leur commune Suftioo Fffera parallèle 
CCS cotés > & par la même raifon.C? commune Se£Iion des. 
deux plans Gfi& , CMm, fera paraUae aux côtés Bb , Mm. 
De plus les lignes af, Ig , que forment les plans touchans pa- 
, rallcies FAa, GBb, dans le plan de la bafe, en feront des 
Tangences parallèles ; les parties /ns, mg, de la troiftéme Tan- 
gente formée dans le plan de la bafe par le troifiéme plan tou- 
chant F Mm, ou GMm., feront égales (par la propriété du 
cercle) aux Tangentes af, hg ; fjavoir, /»»_à fa, & wg à 
gi. Cela pofé. 

A caufedes lignes Aa, Ff, Mm, Gg, Bb> & AF, BG; 
& af, bg, qui font parallèles entr’elles, on aura FM, MG :: 
fm ou fa , mg ou gb :: FA. CB . Ce qu'il falkit démontrer. 
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Corollaire I. 

187. S* l oi’ Tnene par les poinrs d’attouchement A y B, des deux 
Tangentes parallèles entr’elles y 4 F , BG, un diamètre qui 
rencontre en T la Tangente FMG y & qu’on tire l’ordonnée 
MP à ce diamètre : il cil évident que . PB :: FM . MG :: 
AF BG :: AT . BT. Et qu’ainfi PB — AP. PB :: BT — AT 
o>ï AB . BT . I 

Corollaire IL 

1S8. J)e - L a on tire la manière fuivante de mener d’un point 
donné M fur une Ellipfe la Tangente MT, un diamètre AB 
étant donné avec la poHtion de les ordonnas. 

De l’une des extrémités B du diamètre AB, foit tirée au 
point donné M la droite BM. Puis ayant mené l’ordonnée MP 
au diamètre AB, & pris fur ce diamètre du lô'é de P la par- 
tie PH égale à PA , foit tirée HK parallèle à PM, rencontrant 
la ligne BM en K, par où & par l’autre extrémité A foit me- 
née AX Soit enfin tirée MT parallèle à AK, elle fera la Tan- 
gente qu'on cherche . 

Car à caufe des parallèles MP , HK , & AK , MT , l’oft 
aura BP. PH. ou PA :: BM . MK -.BT .TA. 

Corollaire lit 

^ ^ y * <^3ns une Ellipiê deux Tangentes MT , NT, qui fe 

rencontrent en un point T ; je dis que le diamètre AB qui paf- 
fe par le point P milieu de la ligne >WV qui joint les deux 
points d’attouchement, paflfera aufii par le point T. Car P N 
cft ordonnée au diamètre AB'de même que PM , & par con- 
féquent les Tangentes MT , NT , iront chacune rencontrer 
ce diamètre en un point T , tel que PP — AP . PB :: AB . 
BT ; c’eft à dire dans le même point . 

Corollaire IV. 

apo.^i l'on joint dans une Ellipiê les points d’attouchemens M, 
Pf, de deux Tangentes MF , NL, par une ligne droite MN-y 
& qu’il y ait une troifiéme Tangente F AL parallèle à MN: je 
dis que les parties FA, AL de cette derniere Tangente, prifes 
entre fon point d’attouchement A & les deux premières , fc* 



Art. 2S7. 
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ront égales entr elles . Car ayant mené par le point d’attouchc- 
mentyl le diamciic AB, il eft clair que la ligne MN cfl or- 
donnée de part & d’autre à ce diamètre, puifqu’elle eft pa- 
rallèle à la l’angentc FL qui pafic par fon extrémité A ; & 
Art.iSçf. qu’ainfi il la coupe par le milieu en P, & paflè * par conle- 
quent par le point de rencontre T des deux Tangentes MF , 
JVL i ou bien il leur fera parallèle, 11 la ligne MN efl un dia- 
i8}. mstre . Or il cil vilîble en l’un & l’autre cas , que FL fera 
divi/é en deux parties égales au point A par led'tametre AB\ 
puilque MR l’eH en P par ce même diamètre. 

chapitre 111. 

Dt la Parabole & de l’Hyperbole en particulier, 
PROPOSITION XVIL 
Theoréme- 

t5>i. TjANS une Parabole toute ordonnie MPN /e part & 
Fk. CL l. dautre à un' diamètre AB , efl coupée en deux également 
par ce diamètre au point P; ce qui efl réciproque. 

Ayant fait paflêr par la ligne MN un plan Elliptique , il 
formera dans lie plan touchant SDE paralkle au plan Para- 
bolique, une Tangente DE parallèle à MN. De plusle plar> 
SAF mené par le Sommet S du cône , & par la Tangente 
AF qui pafle par l’origine A du diamètre AD ^ formera dans 
le plan Elliptique une Tangente af\ & la ligne Da qui joint 
les points d’attouchement des deux Tangentes DB , af, paf 
fera par le point P > puifque le diamètre AB eft parallèle au 
côré touchant 5D. Cela pofé. 

14 . Puifquc par la fuppofition * les deux lignes AF , MN , 
(ont parallèles cntr’ellcs > il s'enfuit que la Tangente af , cîu» 
eft la commune Sedlion de deux plans qui paftent par ces 
deux lignes, fera parallèle à AfA?; & par conféquent à DE. 
*ùef,ii. D’où l’on voit * que la ligne Da, qui joint les pôints d’at- 
touchement des deux Tangentes parallèles DE, af, eft uo 
diamètre de rEllipfe » & qu’ainft la ligne MAI qui eft paraU 
Iclc à ces l'angentes & terminée par l’ElIipic, fera * div'u 
fée en deux égaietncnc au point P. 
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MaintcDant pour prouver la converfc, 00 mènera dans le 
plan de la Parabole * une Tangente AF parallèle à la ligne 
MN ; & ayant tiré par le point d’attouchement A un dia- 
mètre AS , il aura pour ordonnée de part & d’autre * la li- * Def. 14; 
gne qu’il divilera par conféquent en deux parties éga- 
fcs au point P félon ce qu’on vient de démontrer. Or com- 
me il n’y a qu’un fcul diamètre * qui puiflTe paffer par le point 
de milieu P de la ligne MN, il s’enfuit &c. 

Corollaire. 

-L A il cft évident que G l’on mene par deux points quel- 
conques P, d’un diamètre ./ 4 B deux ordonnées de part 
& d’autre MPN, O^R ; on aura toujours * MP x P N ou 177. 
PM . X ou :: AP. AQ_ . C’eft à dire que les 

quarrés des deux ordonnées quelconques PM^ ^O, à un dia- 
mètre ABf iëront toujours entr’eux, comme les parties AP, 

A^ , de ce diamètre prifes depuis fon origine A jufqu’à ces 
'mêmes ordonnées. 

PROPOSITION XVIII. 

Theorême . 

^utUonque M <Tune Parabole , ton we»e fic.cu. 
une ordonnée MP d tel de fes diamètres AB qu'on voudra, 

6 t une Tangente MT qui rencontre en T ce diamètre pro- 
loMé au de là de fon origine A : je dis que fes parties ÂP, 

AT, font dgales. 

La même préparation étant faite que dans la Propofition 
précédente, mit de plus mené par le Sommet S du cône & 
par la Tangente MT, le plan touchant ST M qui formera 
dans le plan Elliptique la Tangente MH, laquelle rencontre- 
ra le diamètre Va de l’Elüpfe en un point H par où paflfera 
la ligne ST ; & foit enfin tirée la droite Tg parallèle ^ SA. f 
Ceci bien entendu, on aura * VH. Ha :: DP. Pa, ôc {al- 
ternando) DH. DP :: Ha. Pa. Mais à caufe des parallèles 
AB, SD, & SA, TG] il eft clair que DH. DP :: SH . 

ST :: Ha. Ga. Dtwic Ha. Pa 2 Ha. Ga. Donc aufli Pa—Oa] 

& par conféquent AP = AT. Ce qu'il fallait démontrer. 

Y iij • ■ 
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PROPOSITION XIX 



i?4 



Tbcorcmc , 

194 £)Am Us Hyperboles opposées tout diamètre AB pajfe par 

Fjc,clii. if fomt à'interfeâlion C des deux afymptotes, & y eft coupé 
en deux également : ce qui ejl réciproque. 

On nommera ce point. Centre. 

Soit HS b une des deux communes Sedïions du plan paral- 
lèle au plan Hyperbolique, & des deux furfaces Coniques 
oppclcesi & Cbit.rAlÿmptotc FG formée par la rencontre du 
plan Hyperbolique avec celui qui touche ces deux furfaces en 
cette lipac HS b. Soient menées par les Tangentes parallèles 
AF ^ BGj qui paffent par les .extremiréi du diamètre AB , & 
qui rencontrent l’Aly-mptote FG aux points F ,G , deux plans 
Élliptiqites parallèles > ils formeront dans le plan touchant qui 
pafle p:fT le c 6 :é HS b, les Tangentes parailelcs FH; Gbf, 
(k dartf le plan touchant S AF les Tangentes parallèles 
AF. af. 

Cela pofé, les lignes parallèles G h, étant renfermées 
entre les deux autres parallèles FG, Hb , feront égal es entr cl- ^ 
les; & les triangles fêmblables Ji/F, Sbf, & SFA, S fa, 
donneront cette proportion, HF . bf :: SP . sfr. F A- f a. Et 

• Aet.iSé. partant HF. FAr.hf. fa :: * hG. GB. Doncpuifquc HF 

= bG, il s’enfuit que A F=^ BG\ &C. A caufê des triangTcs 
fem'blables ACF , BCG, que AC = CB : c’eft à dire que l’ A- 
fyraptote FG paflè par le point de milieu C du diamètre AB. 
On prouvera de même que l’autre Afÿmptotc paffera encore 
par le point de milieu C du diamare AB , d'où Ton voit que 
le diametee A 3 pafle par le point d’interfcélion C des deux 
Afymptotes, & y eft coupc en deux parties égales. 

Soit à prefent une ligne A3 qui pafTaut par le p»int d'infer- 
feûion C des deux Afymptotes, rencontre les Hypeihoks op- 
pofées aux points A ', B. Si l’on mène par le point A la Tai> 

• Art.i67. gente AF, & à l’Hyperbole oppofée une Tangente IX? * pa- 

rallèle à AF , il eft clair par oc qu’on vient de prouver que la 
ligne AD qui joint les points d’attouebemens de ces deux Tan- 
gentes étant un diamètre, pafTcra par le point d’interfeélioo C 
des Afÿmptotes. Elle fc confondra donc avec la ligne AB qui 
*H/p. pafle aufti * par les deux mêmes points A,C \ ceû à dire que 
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Iff point P tombera fiir Je point B . C eft poiurquoi cette ligne 
AB fera-un diametrey <St partant coupée en deux parties éW 
tes au point C. ■ . : , ® 

• - il . ' w . . J 

Corollaire. . . 

donné au dedans d’uné 
.riyperbole , on ne peut mener qu’un feul diamètre; puifotf’il 
i>y a qu’une feule ligne qui puilTe; palTer par ce- poiflt^étt 
pat. Je; centre. • ^ ^ v 

PRÔPàSITlON XX. ' 

Theorême,. 

o/>/>o/eW toute ordonnée MPNFic.CLHt. 
de part & dautre a un dtametre AB , efl coupée en deux 
ég^ement par ce dametre au point P: recipror 

Ayant fait palTer par la- ligne un plan HJiptique, il ' 

formera les deu» plans touchans i'/l/i-; SBC , deux Tan. 

nlalTpIfit?* commune S^ion du 

plan EII,pt«ji«.& du pian paflèra-par le point P: o“ 

«fqui eft la commune SêaiM 

h-MAT- ParX*mA^' fera' parallèle' 

t vhn ^ ® ^ g commtmè îèéHon 

P ? parallèle à>AfA?: Les- 

Ja converfe; ort-menera dans le 

P, ,. deux ^Tangentes y^F' Pt? • naralleles • ^ ' 

t Jsf?.îrif '"r ■& 

lo ^ a«ouchemens Je diametre AB , il eft clair félon 

■ ^d=tra?di'?’'rr- 

friü ^ • « d autre la ligne MNi & qu’aiofi j] Ja coupera 
e quon le vient de démontrer, en deux parties ég^es 
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*uirt. xpf. au point P. Or comme il n’y a qu'un feul diamètre '^qui pui(^ 
fe paflcr par ce point, il s'enfuit que (î une ligne MH termi- 
née par une Hyperbole, elt coupée en deux également en P 
par un diamètre AB, clic fera ordonnée de parc de d'aucie li 
ce diamètre. • - 



Corollaire. 

197. T^E-LA ilcft évident que fi l’on mène deux ordonnées de 
part & d'autre MPN, 0 ^/i, à un diamètre AB, on aura 

*^rt.i7s. toujours ♦ MP * PN . ou pm' . O^x ou U AP X 
PB . Aj^n SIP. C’eft à dire &c. 

PROPOSITION XXL 
Théorème. 

198. J) par UH pomt quelam^ue M dune Hyperbole ton mene 
Fie. CLIV. une Tangente M F G qui rencontre deux autres T ardentes 

parallèles AF, BG, aux point F, G: je dis que MF. 
MG :: AF. BG. 

. Ayant mené deux plans Elliptiques parallèles qui palTeoc 
.. par les Tangentes AP , BG i ils fisrmeront dans le plan tou- 
chant S MG deux Tat^entesHF, Bg, parallèles entr’elless 
& le plan Elliptique qui paflè par BG , formera dans le plan 
touchant SAP, une Tangente <>/qui rencontrera la Tangen- 
te ^ au point /, où la ligne PS rencontre ce plan Elliptique . 
Cela pofé, les Tangentes af, BG, feront parallèles entr’el- 
les; puilqu’elles le font chacune à la Tangente AF: & par- 
• ^rt. i 6 i. tant * on aura BC . Gbr. a f. f h (à caule des triangles fom- 
blablesJé/, S HP, & Saf, SAP,).: AF. F H. Donc 
BG. AP xiGb. FH ( à caufe des triangles lemblables MGb, 
MF H, ) MG . MF . Ce qu'il fallait démontrer . 

11 cft vifible qu’on peut tirer de cette Propofition les mêmes 
Corollaires, que dans l'Ellipfe art. 287 288. & lÿo. c’eft 

pourquoi je ne m’amulèrai point à les repeter. 



PROP. 
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PROPOSITION XXII. 

Thcorcmc. 

» 

Sf une ligne droite FG terminée par les Afymptotet dune Fic.CLV. 
Hyperbole , la touche en un point A ; je dis que cette ligne 
droite y fera coupée en deux parties égales. 

■ Soient menés par le Sommet S du cône , & par les deux 
Afymptotes CF , CG y deux plans, Icfquels toucheront * la *Def.iC. 
furface Conique dans les côtés SM y SN , où le plan pa- 
rallèle au plan Hyperbolique la rencontre. Soit mené un plan 
Elliptique qui pafle par la droite FG: il formera dans les deux 
plans touchans deux Tangentes MF , NG , & dans le pla» 

MSN une ligne droite MN parallèle à JFG, & qui joint les 
points d’attouchemens de ces deux Tangentes. Cela pofé, il 
cft vifible que la ligne FG * eft coupée en deux parties égales * jtxt.iyi. 
au point A y puifqu’elle touche dans ce point rEllipfe , aulTi 
bien que l’Hyperbole. 

.Corollaire I. 

3 00. C^ OMM E il ne peut y avoir qu’une feule ligne FG qui paffant 
par un point donné A au dedans d’un angle FCG , & étant 
terminée par fes côtés , foit coupée en deux également par ce 
point A; il s’enfuit que fi une ligne droite FG terminée par 
les Afÿmptotes d’une Hyperbole, la rencontre en un point A 
qui divife cette droite FG en deux parties égales , elle tou> 
chera l’Hyperbole en ce point . 

Corollaire II. 

301. De-L a on voit que pour mener d’un point donné A fur une 
Hyperbole dont les Afymptotes Œ, CG, font données, une 
Tangente F AG] il n’y a qua tirer la ligne AD parallèle à 
l’une des Afymptotes CG, & terminée par l’autre , & ayant 
pris la partie DF égale à CZ), tirer la ligne FAG: elle fera 
la Tangente cherchée . Car à caufe des triangles femblables 
FCG y FDA y la ligne FG fera coupée par le milieu en Ai 
puifque l’eft en D. *H/p. 
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F1G.CLVI. 



* ^rt. lÿô. 

* ^rt. ip<?. 



303. 

^ic.CLVII. 



-*w4rr. }0». 



* ^rt. iÿ4. 



I 7 S 



COROLLAIRE HJ. 

•^I l’on joint deux points quelconques M, N, d’une Hyper- 
bole MAN par une ligne droite qui rencontre les Afymptotes 
aux points H, K\ les deux parties de cette droite 

reofermées entre l’Hyperbole & les Afymptotes, feront éga- 
les entr’clles . Car ayant mené par le point P milieu de MN, 
le diamètre CP\ àc par le point A où ce diamètre rencontre 
l’Hyperbole, la ligne FG parallèle à MN,'ât terminée par 
les Afymptotes ; il cft clair * que cette ligne fG fera Tangen- 
te en A; & par conléquent * divilée en deux panics égales 
en ce point. D’où il efl clair, à caufe des triangles femblables 
ÇAFt CPH, & CAC, CPKj que PH = PXj & par coo- 
féquent MH N ^. , 

» 

Corollaire IV. 

d’un point donné A fur une Hyperbole, l’on tire deux 
droites AF, AG, terminéespar fes Afymptotcs;&que d’ua 
autre point quelconque M de la même Hyperbole, ou de fon 
oppofee, on tire deux autres droites MH, MK, terminées 
auin par fes Afymptotes , & parallèles aux deux premières 
AF, AG: je dis que FA x AG = HM x MK. 

Car 1 ° . Lorfque les deux points A , M, tombent fur la 
même Hyperbole; ayant joint ces deux pxrints A, M, par 
une ligne drexte qui rencontre les Afÿmptotcs en P les 

triangles femblables P AF, PMH,ôc ^MK, ^l/iG, doonerorit 
ces deux proportions, AF. MH :: AP. MP ^ MQ^ A^ :: 
MK. AG. ce qui donne, en multipliant les extrêmes i3clcs 
moyens, FA x AG = HM x MK . 

a®. Lorfque les points A, M, tombent fur les deux Hy- 
perboles oppofées ; ayant mené par le point donné A 5c par le 
centré e, le diamètre AB , & tiré les drcMtes BD, BE, pa- 
rallèles à AF , AG , & terminées par les mêmes Afÿmpro- 
tes; il cft clair que les triangles CAF, CBD, & CAGf CBE , 
ferent femblables & déplus égaux entr’eux, puisque ♦ C.A 
— CB. C’dl pourquoi BP = AF, & BE = AG; & par- 
tant DB X BE — FA X AG. Or félon le cas précédent KM 
X MH— PB X BE. Donc auHi FAxAG = KMxMH, 
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AVERTISSËNfENT. 

fe laWTe les autres propriétés des Asymptotes , & des Dla- 
snetres conjugués , parce qu'elles fe tirent de celles-es Air le 
plan , comme l'on a fait dans le troifiéme Uvre ; mon delTcin 
D étant ici que de faire voir de quelle utilité peut être la con- 
Aderation du Solide , pour démontrer tout à la fois & fans au- - 
cun calcul , les propriétés de tous les Diamètres , des Tan- 
gentes, & des Alÿmptotes ; doA dépendent toutes les autres. 
C’elbce que je crois avoir exécuté d’une manière fort ai/ée , & 
entièrement nouvelle^ puifquejene me fuis point A;rvideli« 
gnes coupées harmoniquement, comme ont fait les Géomè- 
tres Modernes après M" . Pafchal & Defeartes \ ce qui les a 
obligés d'avoir recours à un grand nombre de Lemmes, dont 
les démonArations feules me pannAeot auflfi longues que celles 
de tout ce Livre. 
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LIVRE SEPTIEME- . 

Des Lieux Géométriques . 

D E' F I N 1 T I O N I. 

P I E N T deux droites inconnues & îndéterr 
minées AP ^ PM y qui fafTent cntr’clles uii 
angle APM donné ou pris à volonté ; & 
dont l’une AP que j’appellerai toujours x , 
ait un commencement fee au point A , & 
s’étende indéfiniment le long d’une ligne droi- 
te donnée de pofîtion ; & l’autre PM que je nommerai en 
change continuellement, & fbit toujours parallèle à elle mê- 
me : c’eft à dire que toutes les droites PM doivent être pa- 
rallèles entr’elles. Soit de plus une équation qui ne renferme 
que ces deux inconnues x &c y mêlées avec des connues , & 
qui exprime la relation de chaque indétermiriçe AP {x)'z fa. 
correfpondante PM'(y}. La ligne droite ou ^courbe qui pafïè 
par les extrémités de toutes les valeurs dc'y, c’efl à dire, par 
tous les points M, efl appellée en général un Ueu Géométri- 
que , & en particulier le Lieu de cette équation. 

I Suppofons, par exemple, que l’équation y = doive 
exprimer toujours la relation de AP (;e) à PM (y) qui font 
entr’elles un angle donné ou pris à volonté APM. Ayant pris 
fur la ligne AP la partie A£ = a , & de £ mené BB ~ h 
parallèle à PM & du même côté ; la droite indéfinie AE fe- 
ra nommée en général un Lieu Géométrique , & en particu- 
lier le Lieu de cette équation . Car ayant mené d’un de les 
points quelconques M la droite MP parallèle à i?£, les trian- 
gles femblables A£E , APM y donneront toujours cette pro- 
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portion, ÀB(a). BE ( h) :: AP ( x) . PM(j/) = -^. Et 
partant la droite AE eft le lieu de tous les points M . 

De meme fi yy = aa — xx exprime la relation de AP à Fic.CLiX. 
PM y & que l’angle APM foit droit ; la circonférence d'un 
cercle qui a pour rayon la droite AB — a prife fur la ligne 
AP y fera appellée en gérerai un Ueu Géométrique , & en 
particulier \e Lieu de cette équation . Car ayant mené d’un 
de fes points quelconques 3f, la perpendi culai re MP (y), on 

aura toujours par la propriété du cercle, PM (yy) = DP 
PB { aa — i ) en prenant BD pour le diamètre de ce cer- 

de . D’oîi l’on voit que fa circonférence eft le lieu de tous les 
points ; - 

R E M A R Q_ü E. 

3 04* avoir fuppofé que les PM tendent vers un certain Fic. clviil 

côté de la ligne AB , comme vers ^ on fuppofe enfuite qu’el- CLix. 
les tendent vers le cô:é oppofé , comme vers G ; il faut remar- 
quer que leurs valeurs deviennent négatives de pofitives qu’el- 
les étoient , & qu’ainfi on a pour lors PM = — / . De me- 
me fi après avoir fuppofé que les points P tombent d’un cer- 
tain côté par rapport au point A , comme du côté de 5 , on 
fuppofe enfuite qu’ils tombent du côté oppofé , comme vers 
D s les AP deviendront négatives de pofitives qu’elles étoient , 

& on aura par conféquent AP = — x , Les pofitives de ces 
valeurs s’appellent aufti Valeurs vraies i & les négatives. Va- 
leurs . Or un lieu Géométrique doit paflèr par les ex- 
trémités de toutes les valeurs tant vraies que fàulïes de l’incon- 
nue qui répondent aux valeurs tant vraies quefauffesde 
l'autre inconnuë x. Si donc l’on meoe la droite ^v4G parallèle 
àPAf, un lieu Géométrique pourra fe trouver dans les qua- 
tre angles BAG, GAD, L>A£Ij comme dans le fécond 

exemple {fg. isp.) , ou feulement dans quelques-uns de ces 
angles comme dans le premier {fig 158 ). Car fuppofé dans le 
fécond exemple, qu’on fàfle d’abord. AP = r, & PM= y , 
en prenant le point M fur le quart B^de la circonférence ; fi 
enfuite le point M eft pris fur le quart CB , on aura AP = at, 

PM = — y, s’il eft pris fur DG , on aura AP = — at , 

& PM — — y,ôc enfin s’il eft pris fur DJ^ on aura AP = 

T— Af, ôc,.PM=xyi Si. il viendra toujours dans tous ces cas 

Z iij 
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par la propriété du cercle, la même équation jçy == 44 — xxi 
prce que les quarrés de -»■ y & de font ks mêmes dans 
tous CCS cas, fpvoir^^ & xx. De même dans le premier exem- 
ple, fi en prenant d’abord le point jWdu côté de £ fur AE, dans 
l’anfsle ^jAP, on fait AP = Xfôc PM — y -y Ce point ^ pris 
enfuite fur EA prolongée du côté de A dans l'angle 
donnera AP = — x, & PM = — /; & à caufe des trian- 
gles femblablts ABE, APM, on formera cette proportion AB 
(a). BE (i) :: y^(-^x). PM(—y)= & par- 

tant y = -^y qui crt la même équation que l’on trouve en 
fuppofant que le point M tombe dans l’angle BA^ 

Avertissement. 

Lorfiqull s’agira dans la fuite de conftruire le lieu d’une é- 
quation donnée, on fuppofera toujours que AP (x) ScPM(y) 
foient pofitives, c’eft à dire que tous les points M tomb^ 
dans le même angle BAQ^. Et on prendra pour le lieu de Tér 
quation donnée la portion du lieu qui fera renfermée dans ccc 
angle. 

D E' F 1 N I T I O N IL 

Les anciens Geometres ont appellé Ueux plans , ceux qm 
font des lignes droites, ou des cercles ; Soldes , ceux qui fonC 
des Paraboles, des £llip(és, ou des Hyperboks. Mais les. Mo- 
dernes difiribuent ks lieux Géométriques en differens degrés : 
ils comprennent fous le premier tous ceux ob les inconnues je' 
& y n’ont qu’une dimenfion dans leurs équations ; fous le fé- 
cond , tous ceux ob elles n’en ont que deux ,' fous- le troifiéme , 
tous ceux ob elles n’en ont que trois; & ainir de fuite. Ob l’on- 
doit obferver que les inconnues x & j* ne fê doivent point mul- 
tiplier l’une l’autre dans le premier degré i qu’elles ne doivent 
faire au plus ensemble qu’un produit de deux dimenfions xf 
dans le fécond , un de trois xxy ou xyf dans le troifiéme , &c. 

a 

D E' F 1 N I T 1 O M HE 

Les termes de l’équation d’un lieu , font regardés comme' 
difiérens entr’eux lorfque l’une ou l’autre des inconnues x^y\, 
ou routes les deux jointes enfemble s’y trouvent avec differen- 
tes dimeufiocs . Ainfi^ dans le premier degré fi l’on propofe ^ 6 - 
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3 uation y les termes , c , feront 

ifferens > & de même dans le fécond , fi l’on propofôit yy 
— 2cy — bx — bh'^li—o , les termes 
, — uy. — ^rt — bb‘it‘U, (croient 
chacun difièrens . 

Avertissement. 

Je n’expliquerai ici en détail que les lieux du premier & du 
fécond degré ; ce que j’en dirai donnera beaucoup d'ouverture 
pour conftruire des lieux plus compofés dans les cas particu- 
liers qui fc peuvent rencontrer : on en trouvera même quel- 
ques exemples dans la fuite. Mon deffein eft donc de donner 
dans ce Livre une méthode générale pour conflruire les lieux 
du premier & du fécond degré, leurs équations étant données ; 
& de faire voir que le premier ne renferme que la ligne droi- 
te ; & que le fécond ne renferme de même que la Parabole , 
l’Ellipfe & le Cercle , ’l’Hyj)erbolc & les Hj;perboles oppo- 
fées. 

D E M A N X> E. 

demande qu’on puifiè réduire fous une fraélion fimple 
& abrégée , toute quantité littérale donnée^ fi compofée qu’el- 
le puifle être. 

On demande par exemple , 1“ . Qu’on puifle prendre une 
fraélion fimple ^ if » lettres a, c, f, g, 

marquent des lignes donnecs. a “.Qu’on puifle trouver une 
feule ligne droite / = les lignes droites <*, e , r , 

f, g, font données. 3“. ^l’on puifle trouver un quarré // = 
// — 1“ ^ e, font adon- 

nées; de forte qu’on ait fon côté t = y/ js — . Vf'r/r *^ , On 

enfcjgnera au commencement du huitième Livre comment 
cela fe fait. 

PROPOSITION I. 

Problème. 

3 Oi>C! 0 NSTWIRE lout lieu du fremltr degré , fon é<inaî:on 
étant donnée y 
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Lorfque les inconnues x 6c. y n’ont qu’une dimenfion dans 
l’équation propofée , & que leur produit xy ne s’y rencontre 
point i le lieu de cette équation fera toujours une ligne droite, 
& on la réduira à l'une des quatre formules fui vantes. 



V * * 

•/ « 1 

4 X 



2-.y = -^< 



r-y = 



kx 



c, 4”. 7 = 



c — , dans lefquelles on fuppofe que l’inconnue 7 (bit déli- 

vrée de fraélions , & que la fradh'on qui multiplie l’autre in- 
connue X ibic réduite * fous cette expreflion 4 » & tous les 
termes connus fous cette autre e . 

Les mêmes chofes étant pofées que dans la définition pre- 
mière, on conftruira les lieux des trois dernieres formules de 
la maniéré qui fuit; car pour le lieu de la première, on l’a 
déjà confiruit dans cette définition. 

Pour conftruire le lieu de la fécondé formule 7 ’= f , 

on prendra fur la ligne AP la partie AB = a\ 6c ayant mené 
les droites B£= AD = c, parallèles à du même 

cô'é , çn tirera la ligne AE indéfinie du côté de £, & la droite 
indéfinie DM parallèle à AE. Je dis que cette ligne DM ren- 
fermée dans l’angle PA.Q^ fait par la ligne AP 6c par la droite 
A.Q menJc parallelerrtent à PM & du même côté , fera la li- 
gne de cette équation ou formule. Car ayant mené d’un de 
Tes points quelconques AJ la ligne MP parallèle à AQ^ 6c qui 
rencontre AE en F\ les triangles lèmblables ABE , APF , 
donneront .<4 B (a). BE (b) :: AP {x). PF=.-^, £t par- 
tant PM ( 7 ) = PF i-'’^) -^FMic). 

Le lieu de la troifiéme fbrmule 7 — — f fe conftruit en 

cette foi te. Ayant pris AB = a, 6c mené les droites BE 
= &, AD = c, parallèles ^ P M\ fçavoir, B £ du même 
côté que A^, & AD du côté oppofé ; on tirera par les points 
A, Et la droite indéfinie du côté de £, & par le point 
P la ligne DM parallèle à AE, & qui rencontre AP en G. 
Je dis que la droite indéfinie GAf renfermée dans l’angle PA^^ 
fera le lieu qu’on cherche. Car on aura toujours PM (y) -=z 
PF ( x^FM (c). 

Enfin pour avoir le lieu de la quatrième formule 7 = c — 

. Ayant pris fur AP la partie AB — a , 6c mené les droi- 
tes BE — hy AD = c, parallèles à PM\ fçavoir BE du cô- 
té oppofé, 6c AD du même côté que A.Qi on tirera par les 
points/!, £, la ligne AE indéfinie du côté de £, & parle 
point P la ligne DM parallèle à /!£, & qui rencontre en G 

la 
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la ligne AP. Je dis que la droite Dg renfermée dans l’angle 
PAj^ fera le lieu cherché . Car ayant mené d’un de fes points 
quelconques Af la ligne MP parallèle à AQ^, & qui rencon- 
tre AE en F, on aura toujours. PM (y) — FM (c) — 

Pf i^). 

Si l’inconnuê x n’efl multipliée par aucune fraélion , les qua- 
tre formules précédentes Ce changeront en celles ci. 

i‘>. y = x, 2*. y = x-^c, 3"./==ar — c,4*.;r = 
c — X t lefquelles fe condruifent de la même maniéré , en 
I obfervant de prendre la droite BE égale à AB que l’on prend 
I de telle grandeur qu’on veut . 

• R E M A R Q^ü E. 

*307. 1^ arriver que l’équation foit un lieu à la ligne droite , 

• quoiqu’elle ne renferme qu’une des inconnues x ou y; ce qui 

I donne encore ces deux nouvelles formules , y = Cf 6 c x =■ c. . 

• Pour conftruire la première formule y = c. Les mêmes Fw. CLXiii. 
I chofês étant toujours pofées que dans la définition première ; 

j on mènera par le point fixe ^ 4 , la droite AD = c parallèle à 
I PM ôc du même côté , on tirer'’ enfuitc la droite indéfinie 
I DM parallèle à AP: je dis que cette ligne DM fera le lieu de 

I l’équation propofée . Car ayant mené d’un de fes points quel* 

I conques M la droite MP parallèle à AD , il efl clair qu’on au- 

I ra toujours PM (7 ). = AD (c). 

Pour cooftruirc la féconde formule x — c. Ayant pris AP Fic.CLXiv. 

I = f , on tirera la droite indefinie P M qui fafle avec AP l’an- 

I gle APM donné ou pris à volonté ; je dis qu’elle fera le lieu 

I de tous les points M. Car ayant mené d’un de fês points quel- 

I conques M, la droite MÇ parallèle à .< 4 P, & qui rencontre 

I au point ^llndéfinie ^^parallele à PM; il elf clair qu’on 

aura toujours M^ou AP (x) = Cf de quelque grandeur que 
l’on puifle prendre PM (y)". 

Avertissement. 

Je crois qu’il eft à propos pour éclairer l’efprit des Leéleurs, 
de leur donner une idée de la méthode dont je vais me fervir 
pour la conflruélion des lieux du fécond degré . Elle confifle à 
conffruire d’abord une Parabole en force que l’équation qui en 
«xprime la nature foie la plus compofee qu’il fe puiffe , de fai- 
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rc cnfuite la même chofê dans rEllipfc , & dan« THypcrbole 
rapportée à fès diamètres & confidcréc entre les aO'inptotes; 
ce qui fournit des équations ou formules generales. J'examine 
ce qu’elles ont chacune de particulrer, afoi qu’une équacioa 
étant propofée, je puiHê connoître à laquelle de ces formules 
elle doit être rapportée; & comparant enfoite tous Tes termes 
avec ceux de la formule ; j’en tire la conftruébon du lieu de 
cette équation , en obfcrvanc certaines remarques qui fervent 
pour toutes les formules. Tout ceci s’éclairara parfaitement 
dans les Lemmes âc Propoficions qui fuivent . 

LEMME FONDAMENTAL. 

Pour U confiruHion des lieux à la Parabole, 

30 8 .^ 0 IENT comme dans la première définition deux lignes 
&^CLXvî'^' droites inctxinuës ôc indéterminées AP {x), PM (j i& foienc 
de plus des lignes droites données e, m, », pi r, /. Cela 
pofé. 

FIC.CLXV, **• O'’ prendra fur la ligne la partie A£ — w> ayant 
mené les droites BE=^n, AD = >", parallèles à PAi dSc du 
même cô:é , on tirera par le point A la droite AE quo j’appel/e 
e , & par le point P la droite indéfinie PG parallèle à AE ; fut 
laquelle PC ayant pris la partie PC == / du côté de PM , oo 
•Art.iSi. décrira * du diamètre CG qui ait pour paramétré Céf = 

& pour ordonnées des droites parallèles à PM-, une Parabole 
CM qui s’étende du même lô é que AP. Je dis que fa portion 
renfermée dans l’angle P AD, fait par la ligne AP , & par une 
ligne AD menée par le point fixe A parallèlement à PM Sc 
du même côté , e(l le lieu de l'équation ou formule fui- 
vante . 



yy — -^xy 



^xx — iry^i^x 



— 0 . 



■ pj. 



Car ayant mené d’ut» des points quelconques M de cett'* por- 
tion de Parabole, la ligne MP qui faflê avec AP l’angle donné 
ou pris à volonté APM, iSc qui rencontre les parallèles AS, 
DG , aux points F, G; les triangles femblables , APF ^ 
donneront ces deux proportions , AB {m).AE (f) AP (x). 
AFouDG = -^. EtAB(m). BE (»):.- AP (x). PF = 
Et par conféquent GM ou PM — PF — FG^y — ~ 
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— CG ou IX? — PC = TT i. Or la Parabole don» 

ne * GM. = CG X CH y laquelle équation le change en la 
précédente en mettant pour ces lignes leurs valeurs analytU 
ques. CX)nc &c. 

a®. On mènera par le point -fixe Aj une ligne droite indé- 
finie /I c^parallele à PM & du même côté ; & ayant pris fur 
cette ligne la partie AB — ar ^ on tirera BE = n parallèle à 
AP & du même côté que PM , & par les points déterminés 
i A, E, la ligne AE que /appelle p; & ayant pris fur AP la 
pnie AD — r du même côté oue PM^ on tirera la droite 
indéfinie ZX? parallèle à fur laquelle on prendra la partie 
PC =1 aulfi du même côté de FM. On décrira enfuitc du 
diamètre CG qui ait pour paramètre CH = p, & pour or. 
données des droites parallèles à AP, une Parabole CAfqui 
s'étende du même côté que A^ Je dis que fa portion renlér- 
* mée dans l’angle B AP, fera lelieu de cette féconde équation 
■ ou formule. 

^ — arAf - 4 - rr = 0. 

I — 

, Car ayant mené d’un de lès poiixs quelconques M, la In 

I gne M^paralkle à AP , & qui rencontre les parallèles AE, 

I DG, aux points F, Ci les triangles fcmblables ABE, A^ , 

I donnerooc ces deux proportions, AB (>»)■ AE (e) Aj^oxx 

I PM (y). AF ou DG = Et AB im). BE (»):: AS^ 

I (y)- QP = 4 r • Et conféquent GM ou ^ — 

I FG = a-— ^ — f, & CG ou DG — PC = 

I Et la Parabole donne G’Af = CG x CH, laquelle équation 

I fe change en la précédente en mettant pour ces lignes leurs 

valeurs analytiques . Donc &c. 

Corollaire. 

509. Jl eft clair i®. Que dans la première de ces équations ou 
formules, le quarré yy fc trouve fans fraélion , & que dans la 
fécondé c’elt le quarré xx . i® . Que dans ces deux formules 
les deux quarrésj^ & xx s’y trouvent avec les mêmes lignes, 
en fiirtc que le quarré — de la moitié de la fraftion ■— qui 
multiplie le plan xy, multiplie l’un des quarrés xx Ou yyi 
d'où il fuit que û le plan xy ne le rcncuntroit point dans l’une 

A a i] 



FIC.CLXVI. 



* Art. I ffi. 
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ou l’autre de ces deux formules, le quarré ou ne 
s’y rencontreroic poiot non plus, puifqu’alors la fraction dot> 
née ^ fcroit nulle . 

PROPOSITION II. 

Problème. 

3 I O Construire le Ucu dune équatkn donnée , dant la- 
quelle le plan xy ne fe rencontrant point , il n y a qu'un 
des deux quarris xx è yy; ou bien le plan xy s y rencon- 
trant^ les deux quarrét xx & yy s’y rencontrent au^avec 
les memes fignes , en forte que le quarré de la moitié de la 
fraSiton qui multiplie X y , fait égal à celle qui multiplie le 
quarré de tune des inconnues. On fuppofe toujours qu'il y ait 
un des quarré s xx ou yy qui foit délivré de fraéîions. 

On comparera chaque terme de l’équation donnée, avec 
celui qui lui répond dans la première formule du Lemme 
précédent , fi le quarré yy s’y rencontre fans fraâion s ou 
avec celui qui lui répond dans la fécondé formule, lorfque 
c’efi le quarré XAT . On tirera enfuite de la comparaifon de 
ces termes, des valeurs des quantités e, m, », p,r,/,par 
le moyen defquelles on décrira comme l’on a enfeigné dans 
le Lemme ( en fe fervanc des deux Remarques fuivances ) 
une Parabole qui fera le lieu cherché . 

R E M A R QJJ E I. 

311. prendra pour^jB (»») telle grandeur poGtive que l’on 

voudra. 1”. Les lignes AB (/»), BE (n) étant données, la 
ligne AE (e) l’cfl auffi puifque l’angle ABE eft donné, j*. 
Lorfque n = 0, la lign^ AE tombe fur AB, c’eft à dire, 
fur AP dans la confiruélion de la première formule, & fur 
ASl dans celle de la fécondé : alors on aura AB (m) = AE 
(e), puifque les points £, fe confondront alors enfem- 
ble. 4°. Lorfque la valeur de l’une des quantités », r, /, 
eft négative , il faut prendre ou mener la ligne qu’elle exjxi- 
me du côté oppofé à celui de PPf; au lieu qu’il la faut me- 
ner do même côté, comme l'on a fait dans le Lemme, lorfi 
qu’elle eft pofitive. 
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R E M A R QJJ E II. 

3*2.. 5 ’il arrive que la valeur du paramètre CH (p) foit néga- 
tive , il faudra que la Parabole s’étende du côté oppofé à ce- 
lui du Lemme: ccd à dire, du côté oppofé à celui vers le- 
quel s’étend Irndéterminée AP dans la conftrudlion de la pre- 
mière formule, & l’indéterminée dans celle de la fecotv 
de . Tout ceci s'éclaircira parfaitement par les Exemples qui 
fuivent. 

E-X E M P L E I. ‘ 

313. So ITyy — 2ay — bx<^cc = o l’équation donnée , dont il 
faut condruire le lieu . 

Comme Ic'qùané fe trouve ici fans fraélion , je choifis 
la première formule * du Lemme , de laquelle comparant •^rt. joS. 
chaque terme avec celui qui lui répond dans la propofée , j'ai '>• 

1“ = 0', parce que le plan xy ne fc rencontrant point dans 

la propolée , on doit regarder ce plan comme étant multiplié 
par zéro ; d’oît je tire » = 0, & par confequent * m-=c : 
c’ed pourquoi effaçant dans la formule tous les termes où ^ fo 
rencontre, & mettant au lieu de e fa valeur m , je trouve^j' 

— ^ty — px'<** rr ps =.9. i*. La comparaifon des termes 
correfpondans — a»7 & — lay donne r = <» . 3*, Celle de — 
pxôc — bx fournit p — b. 4*. Celle des termes où les incon- 
nues a: ne fe trouvent point , donne enfin rr -^ps — ce ^ 

d’où en mettant pour rôcp leurs valeurs aôi.b, je tire s = 

— "i— qui cd une valeur négative lorfque a furpaffe c , com- 
me on le fuppofe ici . Je n’ai point comparé les premiers ter- 
mes yy & yy entr’eux ; parce qu’étant précifément les mêmes, ' 
cela ne feroit rien coonoître . Or les valeurs de », r, /, 

' étant ainB déterminées , je condruis le lieu en me fêrvant de 
la condruftioo * de la formule, & obfcrvant ce qu’il y a dans • ^t.îoS. 
la première * Remarque en cette forte . « t «. 

Puifque ££(») = 0, les points S,E, fe confondent» & 

• la ligne AE tombe * fur AP\ c’ed pourquoi je mené d’abord • ^rt.nit. 
par le point fixe A la ligne AV (r)=^ a parallèle à PM , & FicCLJXViL 
du même côté , parce que fa valeur ed poficive. Je tire en- 
fuite VG parallèle à AP y fur laquelle je prends PC = —7^ 

= — J du côté oppofé à PM ; parce que / = “ qui ed 

A a iij 
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*^rt. i 6 i. une valeur négative. Je^décris enfin * du diamètre CG fqui ait 
pour paramétré la ligne CH (p}=: & pour ordonnées des 

droites parallèles à PM) une Parabole ; & je dis que l’es deux 
port’jons OMM^ RMS^ renfermées dans l’angle PAO fait par 
AP & par la ligne AO menée parallèlement à PM de du md> 
me câté ^ fera le lieu de Têquation donnée. 

Car menant d’un de leurs points quelconques M , la ligne 
MP qui fàHê avec AP l’angle donné ou pris à volonté APM , 
& qui rencontre DG au point G ; oo aura gM = j — « , ou 
CM = a — y , félon que le point M tombera audelTus ou 
audelfous du diamètre CG> ôc CG ou DC CD = 

"Art. i> & partant * par la propriété de la Parabole, GM (yy — 2^ 

aa) = CG X CH (bx ^ aa — cc) , c’eft à dire^ — itgf 
— hx •^•ce = 0^ qui eft l’équation donnée . Donc dcc. . 

f 

R E M A R q^ü E. 

314. l’on prolonge AO de l’autre côté de A vers X, il feut n- 
niarquer, 

I*. Que la portion ’mdéfinie SM de la Parabole , renfermée 
dans'l’angle SAX^ fera le lieu de toutes tes valeurs fâuflcs & 
de l’inconnue/, qui répondent aux valeurs vraies de l’autre 
inconnue x dans l’équation donnée. £n effet fi l’on prend AP 
plus grande que ASf & qu’on meneP^f parallèle à AX , âc 
du même côté , laquelle rencontre la portion SM en M; l’on 
"Art.i04. aura ♦ PM = — 7> & partant la droite GM ou GP PM 
= a — y, & on retrouvera par la propriété de la Parabole , 
comme Cl- deffus , l’équation donnée. - 

2“ Que ta portion RCO de cette Parabole, qui tombe dan» 
l’angle T AO oppofé au fommet à l'angle SAX , fera le lieu de 
routes les valeurs vraies épTinconnuê/ dans l’cquation don- 
née , qui répondent aux valeurs fàuffes de l’autre inconnue x * 
•Art. io^ car (âifânt * AP = — x , on retrouvera encore l’équation 
donnée. 

3*. Que s’il tomboit une portion de certe Parabole dans 
l’angle Ty 4 X oppofé au fommet à l’angle P .<40 elle ferait le 
fieu des valeurs faufles de Tmeonnuê/, qui répondraient aux 
valeurs faufles de l’autre inconnue x. De forte que cette Para- 
bole eft le lieu complet de toutes les valeurs tant vraies que 
fâuflcs do i’inconnué , qui répondent à toutes les valeurs tant 
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' Vraies que ^ufTes de 1 autre inconnue m dans l’équation domi& 
I JJ — raj — bx’^fC—v. 

I . D’oîi l’on voit que dans cet Exemple il y a deux valeurs 
> vraies PM, PM, de l’inconouë/, qui répondent à la meme 
i . valeur vraie AP de l’autre inconnuê je , lorfque cette ligne AP 

cft moindre que AS ; qu'il y a une valeur vraie PM, & une 
I fauffe — PM, lorfque AP furpaflè AS ; qu’il n’y a qu’une 

I valeur vraie SF dey , l’autre étant nulle ou zéro , lorfque AP 

1 ^ AS', qu’il y a deux valeurs vraies PM, PM, de l’incon» 

I nuë y , qui répoodent à la même valeur faulTe — AP de l’iiv 

! connuë x, lorfque AP cft moindre que AT i que ces deux va- 

leurs deviennent égales chacune à la Tangente TC , lorfque 
AP =t= AT -, & qu’enfin fi l’on prenoit AP ( — * ) plus gran- 
f de que AT, comme l’appliquée PM ne rencontreroit alors la 
Parabole en aucun point , il s'enfuivroit qu’il n’y auroit aucu- 
ne valeur vraie ou fauffe de l’inconnuey , qui pûc répondre i 
cette valeur fâufic — *■ AP de l’autre inconnue x : c’elt à dire 
I que les valeurs de rioconnuëji deviendroient en ce cas imagi- 
naires. 

I Tout ceci fe doit entendre de la meme maniéré dans tous 

les autres exemples qui fuivenr« tant dans la Parabole que 
I dans les autres Seélion* Coniques : de forte que la Se£lion Co- 
o'ique qu’on trouvera « fera nou (éulement le lieu de toutes les 
! valeurs vraies de linconnuë y par rapport aux valeurs vraies 
de l’autre inconnue x ; mais aufii celui de toutes les valeurs 
j tant vraies que fàuflTet de l’incoonuèy par rapport aux valeurs 
tant vraies que faufiès de l’autre inconnuë jv. 

Exemple IL- 

5 * 5 * donnéeyy• 4 -^^;^y ~xx^ 2 cy • — hx^ 

ce = o, dont il faille conftruirc le lieu . __ 

Comme le quarré jj eft ici fans fraél'ion } je choilis de mê- 
me que dans l’Exemple précédent, la première formule * du 
Lemme ; & j’ai par la comparaifon de fts termes avec ceux 
qui leur répondent dans la propofée , i". -^ = — d’ob 
en faifant * >» =^, je tire » =: — h. a*. —-=■—■, d’où 
il vient , cpmme ci-dHTiis ^ n — ^h. 3® . r = — e. 4°. 
— = — b i &(. partant P = , en mettant pour 

m, n, r, leurs valeurs 4, — b, — c. 5®. rr ==Vr,' 
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ce qui dônnc ^ = o, en mettant pour rr fa valeur cc. Or cea 
valeurs de >», », r, p, r, étant ainfi déterminées, je conf- 
truis le lieu de cette équation en me fervant de la conftruftioa 
* de la première formule en cette forte. 

ï’icCLXVlli. ^ Ab (m)=za, jeme- 

'ne les droites BE — b = — », AD = c~ — r parallèles 
à PMt & dû côté oppofé , parce que » = — bScr = — c 
qui font des valeurs négatives. Je tire enfuite par les points dé- 
terminées Ê, la ligne (e) qui eft donnée, & par le 
point D la ligne DG parallèle à AE. Cela fait comme DC (r) 
eft nulle ou zéro , le point C tombe fur D; c’eft pourquoi je 
• jlrt. ï6t. décris * du diamètre DG ( qui ait pour paramétré DH (p) = 

, & pour ordonnées des droites parallèles à PM ) une 
V Parabole , & je dis que fa portion OM renfermée dans l’angle 
PAH, oîi l’on fuppofe que doivent tomber tous les points M, 
fera le lieu de l’équation donnée. 

Car ayant mené d’un de fes points quelconques M , la ligne 
MP qui fafle avec AP l’angle donné ou pris à volonté APM , 
& qui rencontre les parallèles AB, DG, aux points F ,G\ lès 
triangles femblables APF, donneront ces deux propor- 

tions , AB (a) . AE (e) :: AP (x) . AF ou DG — ~ . Et 
AB(a). BE (b) :: AP (x) ^ PF'=~. Et par conlequent 
GM ou PM PF FG ^ r. Or par la propric- 

* «le la Parabole, GM = GP x DH, c’eft à dire, en met- 
tant les valeurs analytiques , yy ^ ~xx ^ icy — 

hx’^cc — o. Donc &C, 

R E M A R Q^U E I. 

3 I 6. la ligne AP ne coupoit point la Parabole , mais qu’elle la 
Fic.CLXViii touchât ou qu’elle tombât toute entière au dehors , il s’enfui- 
vroit qu’aucun des f»ints cherchés M ne pourroit tomber dans 
l'angle PAH, comme l’on avoir fuppofë en faifant la conftruc- 
tion; & qu’ainft il n’y aiuoit aucune valeur vraie de l'inconnue 
y qui répondit à une valeur vraie de l’autre inconnue x , de 
quelque grandeur qu’elle pût être. 

Cette Remarque eft générale pour tous les Exemples pareils 
à celui-ci , non feulement dans la Parabole^ mais auftl dans les 
autres Sciions. 

* - , • » , 

Remar<^ 
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R E M A R Q^U E II. 

3 * 7 * Jl cft à propos de remarquer que fi Ion avoir pris pour AS 
(m) une autre grandeur que 4, telle qu’elle pût être, les va- 
leurs de £E (») & de (f) changeroient à la vérité: mais 
les rapports ^ , s . demeprcroient toujours les mêmes j parce 
que dans le triangle ABE l’angle ABE eft donné, comme aufli 
la raifon du côté AB au côté BE , fçavoir dans cet £.\emple 
t = ^ . Or comme il n’y a que ces raiibns de 5 , ^ , qui Ce 
puiflènt trouver dans les valf*u« dc^ , r , / ; il s’enfuit que 
ces valeurs demeurent toujours les mêmes, telle grandeur po- 
fitive que l’on pudfe prendre pour la ligne AB (m): de forte 
qu’on n’a pris tn~a que pour rendre la conftruûion plus 
fimple. Ce que l’on doit tou;ours obferver dans la fuite. 

Exemple III. 

318. QJn demande le lieu de l’équation donnée ~ y» ^ 

^jy — ^cx^hy — ~y = 0. 

Comme c’eft ici le quarré xx qui cft délivré de fraélions , 
je choifis la féconde formule * du Lemme; & j’ai par la com- 

paraifon des termes correfpondans , 1* . ~ = ^ ; d’où 

en faifant 1» = 4 , je tire » = — h . 1° . ^ > & 

partant , puifque m = a , on trouve comme ci-defTus « = 
— h. 3*. rr=:c. 4®. — b — ce qui donne 

P = en mettant à la place de m, n, r, leurs va- 

leurs a, — b y c. 5*. rr ^ ps =oi parce que dans l’équa- 
tion donnée il ne Ce trouve point de termes entièrement con- 
nus, que l’on puifle comparer au terme rr ^ pi de la for- 
mule i ce qui donne r = — 7^ = ^ > en mettant pour r 
& P leurs valeurs c & — Or ces valeurs étant ainfi dé- 
terminées, je conftruis le lieu requis en me fervant de la conf- 
truélion de la fécondé formule * du Lemme , & obfervant 
exaélement les articles 3ti. & 312. de la maniéré qui fuit. 

Ayant mené par le point fixe A , une ligne indéfinie A^ 
parallèle à PM, je prens fur cette ligne la partie AB (m) = 
a; âc du point B je tire BE=.b — — n parallèle à AlP, & 
du côté oppofé à PM, parce que la valeur de n eft négative; 
& par les points déterminés /l, E, la ligne (e) qui eft 
donnée. Ayant pris fur AP la partie AD (r) z= c du côté 

Bb ' 



n. I. 



*^rt. joS. 
n. 1. 

Fie, CLXIX. 
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de PM, je tire la droite indéfinie Dg parallèle à AE, fur la- 
quelle je prends la partie ZX 7 (;) = ^ du côté de PM. Je 
*jlrt. i6i. décris enfuite * du diamètre CG ( qui ait pour ordonnées des 
droites parallèles à AP, & pour paramétré la ligne CH=z 

* .Art. }ii. = — P) un® Parabole qui s’étende * du côté oppofe à 

celui où s’étend Aj^ , parce que p = — qui cft une va- 
leur négative. Je dis que la portion OMJi de cette Parabole, 
renfermée dans l’angle PAB, fera le lieu qu’on cherche. 

Car ayant mené d’un de fes points quelconques M, la ligne 
parallèle à AP, & qui rencontre les parallèles AE, DG^ 
aux points P , C\ les triangles fcmhlables ABE , AQP , don- 
neront ces deux proportions , AB (a). AE(e) ou PM 
(y). AF ou DG = -^. Et AB (a). BE (i) 

— Et par conlequent GM ( ^M — FG ) = x 

1:, ou GM ( FG — F^ — ^M) =c — ^ x , 

félon que le point M tombe de part ou d’autre du diamètre 

* Art. 1 9. CDi & la coupée CG ou CD — ZX?= Vr — -ff. Or* 

par la propriété de la Parabole , GM = CG x CH: c’eft à 
dire, en mettant à la place de ces lignes leurs valeurs analyti- 
ques xx’>r-^yx•^^yy — ^cx’^rby^^^y = o^r{\À cft 
l’équation donnée. Donc &c. 

Remarqjüe. 

3 *9* S’il arrivoit qu’en comparant les termes de l’équation don- 
née avec ceux de la formule, on trouvât que p = 0; iUft 
vifible que la conftruéiion de la Parabole qui en devroit être 
le lieu, feroit impoffible. Mais il faut bien remarquer que 
l’équation donnée fe peut toujours alors abaiffer en forte que 
fon lieu devient une ligne droite } ce qui fe voit par les for- 
• Art. iol. mules * «lu Lcmme. Car effaçant, par exemple, dans la 

première les termes où p fe rencontre , il vient yy ^ xy 

^ jLü. XX 217 H- AT -H rr = 0 , de laquelle extrayant la 

racine quarré , on trouve y — ^ r = o, ou^ = -^“f* 

r dont le lieu eft une ligne droite que l’on conftruira félon 
l’article 306. La même chofe arrivera de la fécondé formule 
de l’article 30X. 

Exemple IV. 

. 310. ^oiT. propofee l’cquation xx — ay =0, de laquelle U 
faut trouver le lieu . 
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Comme c’cft ici le quarré xx qui fe trouve délivré de fra- 
yions , je choifis la fécondé formule * du Lemme; & j'ai par 
la comparaifon des termes gui fc répondent, i“. ~—o^ 
parce que xj ne fe trouve point dans la propofée i d’où je ti- 
re » = 0, & par confcquent ^ m — e. 2*. ^ — 0, par- 
ce que le quarré ne s’y trouve pas non plus; d’où je tire 
encore « = 0 . 3*. r = 0, parce que l’inconnue x ne fe trou- 
ve point au premier degré dans la propofée ; c’eft pourquoi 
effaçant dans la formule tous les termes où ^ & r fe rencon- 
trent, & mettant pour e fa valeur mi il vient xx — 
pt — o^ dont il rcfte à comparer les termes avec ceux qui 
leur repondent dans la propofée . 4° . La comparaifon des 
termes — & — ay donnent p — a. 5“. Puifque dans la 

propofée il ne fe trouve aucun terme entièrement connu que 
l’on puiffe comparer au terme psi il s’enfuit que p$ z=.Of Sc 
qu’ainfî / = 0. Or ces valeurs de », r, p, r, ainfi déter- 
minés me fervent à conflruire le lieu qu’on demande , ayant 
égard à la conflruyion de la fécondé formule de l’article 308. 
& à l’article 311. en cette forte. 

Puifque (») = 0, la ligne AE tombe * fur A(l me- 
née parallèlement à PM & du même côtéi comme auffi 
DO, parce que AD (r) = 0. Or puifque CD (/) = 0, le 
point C tombe fur le point D lequel tombe en A comme l’on 
vient de voir, je décris donc * une Parabole du diamètre 
Aj^, qui ait pour paramétré AH (p) = 0, & pour ordon- 
nées des droites parallèles à AP : je dis que fa portion 
indéfinie AM renfermée dans l’angle PAÛ, cft le lieu cher- 
ché. 

Car ayant mené d’un de fes points quelconques M les droi- 
tes MP , Mj^, parallèles à A^ & à AP , on aura par la 
propriété * de la Parabole £IM (xx)z= Aj^x AH ( ay), 
& partant ;v;if — ay = o, qui étoit l’équation propofée. Ce 
fallait démontrer. 

De'moNSTRATION du PROBLEME. 

3 a I . S* l’of’ dans la formule générale * à la place de /», », 
r , / , P , les valeurs que l’on aura trouvées par la comparaifon 
de ces termes avec ceux de l’équation propofée , telle qu’elle 

Bb ij 



* Art. jo8. 
n. I. 

* Art. iii. 



* Art, in. 
Fic-CLXX; 

* Art. lit. 

* Art. 19. 

* Art. jo 9 . 
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puiffe être , pourvû qu’elle aie les conditions marquées dans le 
Problème ; il e/t dair que cette formule générale fe change- 
ra en la propofée : & partant que fi l’on proid aufli ces valeurs 
dans la conltruélion * du Lcmme , le lieu de la formule gé- 
nérale fe changera en celui de l’équation propofée. Or c’efl 
ce qu’on a enfeigné dans le Problème accompagné de fes deux 
Remarques , comme les Exemples précedens le font affés 
voir. Donc &c. 

LEMME FONDAMENTAL. 

Pour la conftruSîion dès lieux à fEllipfe ou 
au Cercle. 

S<> I E N T encore comme dans la définkion première deux B- 
gnes droites inconnues & indéterminées AP ( Af PM (7 D 
& foienrdc plus des lignes droites données p, r, 

Cela pofé , - 

On prendra für la Bgne AP^ la partie AB = j & ayant 
mené les droites BE = Hy AD:=r, parallèles à PM y Sc 
du même côté , on tirera par le point A la droite AB qui efl 
donnée, & que j’appelle e ; &. par le point 2) , la droire in- 
définie J)G parallèle à AE, fur laquelle on prendra la partie 
DC = i du côté de PMÿ & de part & d’autre du point C , 
les parties ÇK y CL, égales chacune à r. On décrira enfuite 
une Ellipfe * du diaraexre LK (it)y qui ait pour paramé- 
tré KH = P , & pour ordonnées des droites parallèles à PM. 
Je dis que là portion O MR renfermée dans l’angle P AD fait 
par la ligne AP & par une ligne AD menée par le point fixe 
A parallèlement à PM & du même côté , fera le lieu de l’é- 
quation ou formule générale que voici, 

xy XX — arjf =9, 

-ta * * ^ ^ ’ P' __ P** 

imn» r' . zmt i f 

Car ayant mené d’un des points quelconques Af, de cette 
portion d’Ellipfc, la ligne MP qui fafle avec AP l'angle dotr- 
ré ou pris à volonté APMy & qui rencontre les parallèles 
ÂE'y DG y aux points F, G\ les triangles femblables ABE , 
AP P y donneront AF ou DG = 4 r-, & PF — On au- 
ra donc GM — y — & GG ^ — s. Or par 
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h propriété de l'Ellipfe * (if). KH (p) :: L G x GK &. 

on~CK —CG^tt —SS ^ ^ — ^). GM {yy — 

^xy — ‘xrysr.^>cx^^x-s^rr)^f^’>r^^ — 



Donc &C. 

S'il arrive que le diamecre KL (zf) 3 c Con param étré KH 
■ (P ) foient égaux entr’cux , on aura toujours GM = LG k 

GK i d’ôîi il eft évident félon les ElemensdeGeometrie, que 
fi l’angle CGM eft droit, rEllipfc Ce changera alors en un cer- 
cle qui aura pour diamètre la ligne KL. 



Corollaire. 

3 *’ 3 ‘ Jl eft clair que les deux quarrésjy & xx le trouvent toujours 
avec les mêmes fignes dans cette formule } & que lorfque le 
plan xy s’y rencontre, le quarré ^ de la moitié de la fraélion 
qui multiplie ce plan , doit être moindre que la fraflion 
^ 7^!^ qui multiplie le quarré xx. 

PROPOSITION III. 



Problème. 

n 4 - Construire u Heu (Lune équation donnée , dans laquel- 
le les deux quarrés yy & xx /<? rencontrent avec les mê- 
mes fignes fans le plan xy , ou avec ce plan , en forte que 
le quarré de la moitié de la fraSfion qui le multiplie , foie 
moindre que la fra£îion qui multiplie le , quarré xx . On 
fuppofe toujours ici que le quarré yy fait délivré de fraélions . 

On comparera les termes de l’équation donnée, avec ceux 
qui leur répondent dans la formule générale * du Lemme * .Art. ni. 
précédent; & on tirera de la comparaifon de ces termes, des 
valeurs des quantités/», »f, p, r, /, r, par le moyen def- 
quelles valeurs on décrira comme l’on a enfeigné dans ce 
Lemme (en obfêrvant exadlement l’art. 311.) une Ellipfe 
qui fera le lieu cherché. 

, E X E M P L E I. : 

31 J. Soi T propofe de trouver le lieu de cette équation 77 - 4 - xy 
— zay ^ hx ce =. 0 , dans laquelle le quatre 

B b iij 
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de 7 moitié de la fra£lion 7 ou i qui multiplie xy ^ eflmoitv 
dre que la fraélion i qui multiplie xx. 

La comparaifon de chaque terme de la formule générale 
du Lemmc * avec celui qui lui répond dans cette équation, 
donne 1". = — i ; car n’y ayant ici aucune fradtion lit- 

térale qui multiplie le plan xy , on le doit confiderer comme 
étant multiplié par l’unité numérique i : & partant û l’on 
fait m = a , l’on aura « = — \ a. ^ - /'t - = -t 4 

d’oîi l’on tire f ~ fr. en mettant pour 1», «, 

leurs valeurs a, — -a: & par conféquent p = ~ , 3®. r 
= 4°- doù en mettant pour iw, «, r, 

f , leurs valeurs a, il vient / — -f '■»-»* 

5®. rr — & partant rr = /; h- 

= tr ■+*,4fe — , en mettant pour 4 , r , les va- 

leurs a, qu’on leur vient de trouver. Or les valeurs dé' 
m, », r; f,pf étant ainfi déterminées, je décris FElIip- 
*^rt. iii. fc cherchée en me fervant de la conftruélipn du Lemme * 
& de l’article 3 1 1. en cette forte, 

F1C.CLXXII. Je prens for la ligne AP la partie AB (m) = ai & ayant 
mené parallèlement à PM & du même cô:é la ligne AD (r) 
— a, & du côté oppofé la droite BE = \a=: — », par- 
ce que » = — 7 » qui eft une valeur négative , je tire par 
le point A la droite AE { e ) qui eft donnée ; & par le point 
D, la droite VG parallèle à AE, fur laquelle je prends la par- 
tie VC — ■- =r — / du côté oppofé à PM\ & de part 

& d’autr e du point C, les p arties CK, CL, ^ales chacune 
*>Art. 16:. à r = y/j; - 4 - 4?e — . Je décris enfuite * une EHipfe 

du diamètre LK , qui ait pour ordonnées des droites parallè- 
les à PM, 8c peur paramétré la ligne KH (p) =. ^ . Je 
dis que fa portion OMR renfermée dans l’angle PAD , eft le 
lieu de l’équation donnée. 

Car ayant mené d’un de fos points quelconques M , la li- 
gne MP qui falTe avec AP l’angle donné ou pris à volonté 
APM, & qui rencontre les parallèles AE, VG, aux points 
F, G ; les triangles femblables ABE , A P. F donneront A B 
(a). AE (e) :: AP (x) AF ou VC — -^. Et AB (a). BE 
l^a) :: AP (x). PF = ^x. On aura donc GM = ^x — a\ 

& CG ou DG DC = -V r, puifque DC = — /.Or 

par la propriété * de l’Ellipfe KL (it) KH (—) LG x GK 
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ou Ck' — Cg’ — ) . üM ( yy 



Ka- 






2 L‘ 



> ; A.c^ : : 4 ' 

ÿ / 

<- Ctf- -4 



y ^ ' 

_ Cc-Jcx. 



— 2txyti‘\xx — ax aa). D’oh en mettant à la pla- ^ 

ce de ît — JS & de /, leurs valeurs 4^ — ^L- 

^ multipliant enfuite les extrêmes & les moyens , & / , f_ 

divifant de part & d’autre par it , l’on retrouve l’éejuation 
même propofée . Donc &c. 



AA ^ 

-Ci. — ô'^ — ' / 






4f f < e 
~ A éi 



R E M A R Q_u E. 

31(î.^’il arrive que » a- foit égale ou moindre que 

il eft évident que la valeur de / deviendra nulle ou imaginai- 
re i & qu’ainfi il fera pour lors impoffible de conftruire l’El- 
lipfe qui devroit être le lieu de l’e'quation donnée . Et com- 
me cette équation renfermeroh nêceflairement des contradic- 
tions , il s’enfuit qu’il ne pourroit y avoir aucune ligne qui en 
pût être le lieu j c’eft à dire que toutes les valeurs de l’in- 
connue J qui devroierjt répondre à toutes les valeurs tant 
vraies que fauffes de l’autre inconnue x , feroient toutes ima- 



cJ rrXJir 



fij~e 



y f 






ginairec. 

Ceci fe voit clairement dans la formule générale * du Lem- }ii. 



me qui , en tranfpolânt quelques termes , devient _yy — ^xy 



iri ^ XX ^ ^ X ^ rr — flL-riI mt- il’*'* LlLlS 



dans laquelle équation le premier membre eft le quarré de 7 4 
— ix — r>&Ie fécond , le quarré de t moins le quarré de 
f — multiplié par la fraélion ^ . Or il eft vifible que 
fi la valeur du quané tt eft nulle ou négative , la valeur de 
ce fécond membre fera négative i & qu’ainfi l’on aura dans 
ces deux cas un quarré, fçavoir le premier membre, égal à 
une valeur négative ; ce qui eft une contradiélion manifefte . 



Exemple II. 

3^7* demande le lieu de l’équation yy ^ xy xx cy 
•^fx — ag — 0, dans laquelle on fuppofe fuivant l’art. 32 j, 
que eft moindré que la fraélion 7 ou i qui multiplie le 
quarré xx i c’eft à dire que b eft moindre que za. 

La. comparaifon des termes de la formule * générale avec jü. 
ceux qui leur répondent dans l’équation propofée , donne 
1*. -^ = — 7; d’où en fàifant w = 4, on tire « = — 7^ 

»’• T^mT — mettant pour m, n , leurs 
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valeurs a , — 
^ — M* 

P — 



^6 , l’on tire 4 = 

* * ' aet 

. i". r — — itf. 4». / = - 



4<M W 



: & partant 

tc« — Itft « 

4»» — w • î • 

Ce qui fournit cette conftruûion . 



Fic.CLXXIir. Ayant pris fur la ligne droite indéfinie AP la partie AB 
(m) = a, & mené parallèlement à PM & du côté oppofê 
les droites BE = yb = — n, AD = -je = — r, on ti- 
rera par le point A la droite AE (e) qui eft donnée > & par 
le point D la droite DG parallèle à AEj fur laquelle on pren- 
dra la partie DC ( s) = - *^* ~_’*^* du côté de P3f, fi te fur- 
pa/Tc laf , comme on le fuppofe ici j & du côté oppofé , s’il 
eft moindre; enfuite on prendra de part & d’autre du point 

C, les parties CiC & CL égales chacune à • 

* Art. 161 . Cela fait, on décrira * une Ellipfe du diamètre LK (^f) qu» 
ait pour ordonnées des droites parallèles à PM, Sc pour para- 
métré une ligne KH (p) = - *^**;~ - . Je dis que fa portion 
OR fera le lieu de l’équation propofée . 

Car ayant inené d’un de fes points quelconques M, la droi- 
te 3fP qui fa flè avec-i^P l'angle donné ou pris à volonté APM, 
& qui rencontre les parallèles AE , LK ; aux points F , G\ 
on aura PF = ■— , Sc. AF ou DG — i ce qui donnera 
ou ^P -H PP -f PG = y 4^ -H i f , & CG = 
*Art.r<i. & — r ou / — Or par la propriété * de rEllipfe LK (zt). 

4'- Kii ( ) ;; LG X GK (tt ■— /t ^ 

GM 7 xy cy x jcc ). Ce qui (en 

mettant pour tt — // & pour / leurs valeurs ^ 

, multipliant enfuite les extrêmes & les moyens | 
& divifant par it) donne l’équation même propofée. 

Il eft à propos de remarquer que fi l’angle AEB étoit droit, 
l’angle CGM le feroit aufli ; Sc le diamètre LK (ir) feroit 
égal au paramétré KH ( puiique « = 

à caufo du triangle reélangle AEB . D'où l’on voit que 1 El- 
lipfo deviendroit alors un cercle qui auroit pour rayon la droite 

CK ou CL (t) — ^/ss-^^cc-^ag, ÔC que DC 0) = 
ce qui rend la conftrudlion beaucoup plus fimple . 

Exemp. 
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Exemple III. 
propofé de trouver le lieu de l’équation^/ — 4x 

= 0 . 

Je compare les termes de la formule * générale, avec Ceux 
qui leur répondent dans l’équation donnée; & j’ai i®. =o, 

parce que le terme xy manquant, on le doit confiderer comme 
étant multiplié par zéro: d’où je tire n = o:6c partant i»=e: 
jo ^ -/mit — * » ^ > "fr = ï mettant 

pour nSx. m leurs valeurs o Sc e : &c partant ^ = ir . 3® . 
r = 0 i parce que l’bconnuë/ ne fe trouvant point au pre- 
mier degré dans l’équation donnée, on la doit aufli confiderer 
comme étant multipliée par zéro : c’eft pourquoi effaçant dans 
la formule generale * tous les termes où ^ <Sc r fe rencontrent, 
& mettant pour e Sc leurs valeurs m ôc i , elle fe change- 
ra en celle-ci yy xx — 2ix — tt si = 0 ^ dont il refte à 
comparer les termes avec ceux de la propofée. 4®. 2/ = <* ; 
& partant / = ^ 5° . // — tt-o-, puifqu’il n’y a point de 
termes entièrement connus dans l’équation donnée: & partant 
tt =. SS = ^aa ] & en extrayant de part & d’autre la racine 
quarr^, f = Or ces valeurs étant ainfi déterminées , je 
conftruis le lieu en cette forte . 

Puifque £E (») — 0, il s’enfuit que AE tombe fur , la- 
quelle tombe aufli fur DG puifqu’on a encore AD (r) == 0 > 
de forte que le point D tombe en A . C’eft pourquoi prenant 
fur AP, la partie AC (i)z=^a du eôté de PM i & de part 
& d’autre du point C, les parties CK , CL , égales chacune à 
r = -i<i (le point L tombe ici fur le point A) \ oa décrira * 
du diamètre AK qui ait pour ordonnées des droites parallèles 
à PM, & pour paramétré la ligne KH (/>)■= it — a, une 
Ellipfe qui fera le lieu cherché. 

. Car ayant mené d’un de fes points quelconques M la droite 
MP qui fâflè avec AP l’angle donné ou pris à volonté APM, 

on aura * AK (a). KH (a) :: AP x PK (ax — xx ). PM (yy). 
Ce qui donne /y xx — ax = 0. 

Il eft évident que fi l’angle APMcd droit, l’Ellipfe devieoC 
alors un cercle qui a pour diamètre la ligne AK — a. 

Ce 



* Art. $11. 



* Art. fil. 



F1C.CLXXIV. 



*Art. 16t. 



*Art.U. & 
41. 
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3 39* Jl peut arriver deux difFerens cas, où Je lieu de l’équation 
donnée eft un cercle. 

Premier cas. JLorlque les quarrés;»^ & xx Ce trouvent tous 
deux avec les mêmes lignes & fans fraélion dans une équa- 
tion, où le plan xy Ce trouve aufli; & que de plus l’angle 
.xiEB cft droit ( ce qui arrive lorfq^u’ayant mené AF perpendi- 
culaire fur PM la rai(on de PF a AP, qui eft la même que 
celle de £E à AB eft exprimée par la moitié de la fraélion qui 
multiplie le plan xy ) le lieu de cette équation fera toujours 
un cercle comme l'on a déjà vû dans l’article 327 , & la rai- 
fon en eft évidente par la formule generale . Car l’on aura pour 
la comparaifon des termes correfpondans où fe trouve le quar- 
ré XX , jcette égalité ^ i; d’où J’on tire -{j- = 

- "7'*' = I, puifque à caufe du triangle redhngle AEB le 
quarré mm = »» « 4 - ee. Or l’angle AEB étant droit, l’angle 
CGM que fait le diamètre LK avec fes ordonnées fera aufli 
drcNt; & par conféquent puifque le diamètre eft égal à 
ion paramétré ZTH , il s’enfuit que l’Ellipfe devient alors uo 
.cercle. 

Second cas . Lorfque les quarrés yy & xx fe trouvent tous 
deux avec les mêmes lignes & fans fraétion dans une équa- 
tion, où le plan xy ne fe rencontre pas, ÔC que de plus l’an- 
gle APM eft droit ; fon lieu fera toujours un cercle , comme 
l’on vient de voir dans l’article 328 ; & cela fe prouve par le 
moyen de la formule generale . Car puifque le plan xy ne fe 
trouve point dans l’équation donnée , la fraélion ~ de la for- 
mule fera nulle ou zéro; & partant BE (n) = o,6c m =ze. 
D’où l’on voit. i*. Que le diamètre LK eft parallèle à la li- 
gne AP, & qu’ainli l’angle CGM qu’il fait avec fes ordonnées 
étant égal à l’angle APM fera droit. 2 ®. Que la fraélioo •+■ 

— qui multiplie le quarré xx dans la formule devient , 

& qu’ainfi on aura ^ = i : c’eft à dire que le diamètre LK 
fera égal à fon paramétré KH. L’Ellipfe qui eft le lieu de l’é- 
quation donnée fera donc alors un cercle. Or comme alors U * 
formule generale fe change en celle-ci 

yy XX — arf — 2/x-4-rr = o, 

— tt 
SS 
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on pourra , fi l’on veut abréger le calcul , en fc fervant d’abord 
de cette formule j pour trouver par la comparaifon de fts ter- 
mes avec ceux de la propofée, les valeurs de r, /, /, qui 
fervent à décrire le cercle qui en cft le lieu ^ 

LEMME FONDAMENTAL. 

Pour la confiruB'ion des lieux à l’ Hyperbole par rapport 
a fes diamètres. 

^jOiTiES mêmes chofes étant polees que dans le Lemme précé- 
dent pour l'Ellipre, on décrira * du diamètre LK (zt) qui 
ait pour paramètre KH (p), & pour ordonnées des droites 
parallèles à une Hyperbole ou deux Hyperboles oppo- 
fées. Je dis que fa portion ÛM, ou leurs portions renfermées 
dans l'angle P^D fait par la ligne AP & par une ligne .4P 
menée par le pint fixe A parallèlement à PM & du même 
côté| fera le lieu de cette équation ou formule . 

' trf t±L 



dans laquelle on doit obfcrver quil y a ■«- ^4orlque le dia- 
mètre LK cft un premier diamètre , & — ^ lorfque c’eft 
un fécond. 

Car ayant mené d'un de ,fes pînts quelconques M la ligne 
MP, qui fàfle avec AP l’angle donné ou pris à volonté APM, 
Ce qui rencontre les parallèles AE , PG , aux pints F , G , on 
aura pr la propriété de l'Hyprbole * ( it ). KH (p) :: 

CG’^ — ). 

•4- rt . Donc &c. 

S’il arrive que le diamètre KL ( jr) & fon paramètre KH 
(p) foient égaux entr’eux; l’Hyprbole fera équilatere. 

Corollaire. 

3 3 * • Jl eft clair , i® . Que les deux quarrés yj Sx. xxk trouvent 
toujours avec difièrens fignes dans cette formule, lorfque le 
plan xy ne s’y rencontre pintj ou bien lorfqu’il s’y trouve, & 

Ce ij 



Fic.CLXXV. 
CLXXVI. 
*Art. lût. 



*4><rr.8i, &, 
II 8. 
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que furpaffe 2“. Qu’ils s y peuvent trouver avec le* 
mêmes fignes, mais avec ces conditions que le plan xj s’y ren- 
contre, & que le quarré ~ de la moitié de la fraftion qui le 
multiplie, foit plus grand que la fradlion ^ qui mul- 

tiplie le quarré xx. 

PROPOSITION IV. 

Problème . 

^^^'^OtiSTRUJRE le lieu dune équation donnée ^ dans la» 
quelle , ou les deux quatrés yy hf xx fe rencontrent avec 
different /ignés , ou bien avec les mîmes pgnes , mass avec 
ces deux conditions que le plan xy s'y trouve , que le 
quarré de la moitié de la fraSiion qui le multiplie foit plus 
grand que la fraSîson qui multiplie le quarré xx . On fup. 
pofe encore ici que le quarré y y foit délivré de fraSiions , 
On conftruit l’Hyperbole qui en eft le lieu , comme Tort 
vient de faire l’Ellipfe dans le Problème prêchent . Les Exem« 
pies qui fuivent le feront voir. 



Exemple 1. 

3 3 3 * yy xyoi» ^ XX icy — 2gx — bh ■= 0 , I e- 

quation dont il faut conftruire le lieu, & dans laquelle on fupu 
pofe que le quarré furpaffe 
Je compare les termes de cette équation avec ceux qui leur 
répondent dans la formule du Lemme; & /ai i“. —• = — 
& partant fi l’on fait /»=<*, onaura« = — 2*. 



••t- 



mt 
•• . 



— = — ^ . donc -L- — a, P 

mn Mi “UIJU , OC — 



*Ht— t mft 



d’où en mettant 



les valeurs que l’on vient de trouver, on 



5». tt = SS — 



afff — 



// - 



3'.r = _ c. 4".- 
pour OT, », r, ^ 
tire / = 

, fçavoir rr lorfque le quarré // fiirpaffe 
& — tt lorfqu’il eff moindre , parce que le quarré tt doit 
■ être pofitif; ce qui fait deux diflèrens cas . Or les valeurs de 
»> pi ^tant ainfi déterminées , je conftruis le 

Fieu en me réglant fur la conflruélion du Lemme , de la ma- 
niéré qui fuit. 

Fic.cLXXvu Ayant pris fur^?, la partie AB^a. & mené paralle* 

CLXXVUL ^ r i r . 
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lemcnt à PM & du côté oppofè les droites BE — b = — h , 
AD = f = — r , je tire par les points E, la droite AE 
( e ) qui eft donnée , & par le point D la droite indéfinie DG 
parallèle à AE fur laquelle je prends la partie DC ^ 

J du coté oppofé à PM , & de part & d’autre du point 

C les parties CL, CK, égales chacune s$ — 

oy ,/ '“P SS, félon que // efi plus grand ou moindre 

que . Cela fait, du diamètre LK (qui ait pour or- 

donnéeVdeydroites parallèles à PM, & pour paranietre la li- 
gne KH (/>) = ?***~^*^ - ) je décris une Hyperbole, en ob- 
fervant que LK (fig 177 ) doit être un premier diamètre dans 
le premier cas, Ôc un fécond (fig i7^* ) dans le dernier. Je 
dis que fa portion OM fera le lieu requis . 

Car ayant mené d’un de fes points quelconques M une pa- 
rallèle MP à AD , laquelle rencontre les lignes AB,AE, DG, 
aux points P, F, C; on aura PP = & AF ou DG 

— , Et par conféquent MG =y ^ j GG ou DG 

^CD=’-f / , puifque CD = — s. Or par la proprié- 
té de l’Hyperbole , LK ( 1 /) . KH ( ~ — — — ^ CG ^ CK 

( / is^w^mss^tf ).GM (p ^ xjf -*• 2CJ/ -^xx 

jli. AT f c ) J ce qui , en mettant pour // -t- tt Sx. s 

leurs valeurs - > multipliant les extrê- 

mes & les moyens , & divifant par ar , donne l’équation pro- 
pofée. Donc &c. 

R E M A R Q^u K. 

3 5 4* S*! L arrive que ss = i 

tt devient nulle ou zéro , & qu’ainfi la conftruftion de l’Hy- 
perbole devient impoffible . Mais il faut bien remarquer alors 
que l’équation propofée s’abaifle toujours , en forte que fon 
fieu, qui devroit erre une ou deux Hyperboles oppofées, de- 
vient une ou deux lignes droites . En efîèt dans nôtre exemple 
on a réduit l’équation donnée à cette proportion ce .bb — af 

tt.yy^-^xy xx’SfZcy ^"X 

“ " Ce iij 
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■f- cc\ d'oîi , en efîàçant tt qui efl nül , multipliant les extré. 
mes & les moyens , & extrayant de part & d’autre la racine 

quarrée , l’on tire ey ^ = i y/ bh — af, c’eft 

à dire en mettant pour — i fa valeur &divifant de 

JTy/w _ ./ 

part Sl d’autre par e, cette équation ^ .4- ~ - 4 - c = — - — 

— i Olr ^ df 

^ ou y ;; X - 4 - ■- — c, qui cn fai- 

fant ^ == , & P — ^ change en 

cette autre ^ —p — dont le lieu eft une ligne droite que 
l’on conftruit félon l’article 306. 

La raifon de ceci eft évidente par la formule generale dut 
Lemme » car effaçant dans cette formule le terme ^ 4 ?^ qui 
renferme le quatre tt que l’on fuppofe égal à zéro ou nul , el- 
le fe change cn tranfpofant certains termes , & extrayant les 
rac ines guar rées en cette autre y — — r j 

ou / — 4r oh los inconnues / ne font plus qu’air 
premier degré , & dont le lieu par conféquent devient des 
gnes droites ► 

Exemple IL 

3 3 J. demande le lieu de l’équation donnée yy — xx lay 
ax = O. 

La comparaifbndestermescorrcfpondansdonnei®, ~=:a, 
parce que le terme xy ne fe trouve point dans la propoféc j 
d’où Ion tire « = 0, & par conféquent r» = e. 2*. 4r = * > 
& partant p—it. 3^ — a. 4® . ~ a ,_£’où l’oit 

tire r = 7<*. 5®. rr-4- ^ — l^=io, &c ainfi ^ tt=xif 

mettant pour r , / leurs valeur» 

— a f ii\a; d’où je connois qu’il faut prendre dans le der-r 
nier terme de la formule — rt & non pas -4- tt , afin que Ir 
valeur de tt feit pofitive. Je conftruis enfuite le lieu ett cec- 
te forte . 

Fic-CLXXIX. Puifque AD (r) = — tt, je mené par le point A paral- 
lèlement à PM & du côté oppofé la ligne AD — a, & puifl 
que (fl) = 0 , je tire par le point D la droite DG paral- 
lèle ï AP , fur laquelle je prends la partie DC (/) = dii 
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XDté de PM, & de part & d’autre du point C les parties CL, 
CK , égales chacune à / = ^/\aa . Ènfuite du fécond dia- 
mètre LK ( parce qu'on a pris — • tf dans Je dernier terme de 
la formule) qui aie pour ordonnées des droites parallèles à 
PM, & pour paramétré la àxoïtc KH {p) = it = LK , je 
décris une Hyperbole . Je dis que fa portion OM fera le lieu 
qu'on cherche . 

Car ayant mené d'un de fes points quelconques M une pa- 
rallèle MPz^D, qui rencontre lèsdroitesy^P, DG, aux points 
P , G > on aura MG = 7-4-4, CG ou DG — DCz=x — ^a, 
& par la propriété de l’Hyperbol e LK (2t) KH( it):: CG* 
^CK (XAT — ax tt). GM (77 -4- 247 •+• 44)} ce 

qui donne en mettant pour tt fa valeur aa, J'equâtion mê- 
me propoféc77 2 ay — xx ax~o. 

11 eft évident que l’Hyperbole eft équilatere . 

R E M A R Q^U E. 

3 3 ^- L© R s QU E les deux quarr6 77 & xx fe trouvent avec dif- 
iérens lignes & fans iraflion dans une équation, oh le plan xy 
ne fe rencontre point; fon lieu fera toujours une Hyperbole é- 
quilatere. Car la fraélion ~ de la formule fera ouïe ou zéro ; 
oc partant £E (n) =0, & w = < . D’oh il fuit que la fra- 
éhon ^ qui multiplie le quatre xx dans la formule 

devient lr» ^ qu’ainfi on aura — -^ = i , c’eft à dire, 

que le diamètre LK fera égal à fon paramètre KH, ou , ce qui 
elJ la même chofe, que l’Hyperbole fera équilatere. Or com- 
me la formule generale fe change alors en celle-ci 

77 — XX — 2 ry - 4 - 2 SX rr — o, 

^ tt 

S! 

il s’enfuit qu’on peut s’en fervir d’abord pour trouver les valeurs 
de Y, s, t, qui fervent à conftruire l’Hyperbole équilatere 
qui eù le lieu de l’équation donnée; ce qui abrégé le calcul.' 



1 
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Livre Septie'me, 

LEMME fondamental; 



Pour la. confiruBion des lieux a l'Hyperbole entre 
fes jifymptotes. 

3 37* I E N T comme dans la définition première , deux lignés 
inconnues & indéterminées AP (at), PM {y) qui faflent cn- 
tr'elles un angle donné ou pris à volonté AFM; & foient de 
plus des lignes droites données w», «, p, r, s. Cela pofé. 

Fic-CLXXX. I®. On prendra fur la ligne APt la partie AB = »»; & 
ayant mené les droites BE — n, AD = r , parallèles à PM^ 
- & du même côté; on tirera par le point A la droite AE qui 

eft donnée , & que j’appelle e , & par le point P la droite 
indéfinie DG parallèle à AE , fur laquelle ayant pris les parties 
BC = C/f = e du côté que s’étend AP ^ on mènera pa- 
rallèlement à PM & du meme côté la droite indéfinie CL , & 
•^rf. 150 . la ligne KH-p- On décrira enfuitc * entre les Afymptotes 
CL, CK , une Hyperbole qui pafle par le point H. Je dis 
quelle fera le lieu de l’équation ou formule. 

xy — ^xx —y -7- r -7- — 0. 

— rx — mp 



Car CAf=; — r, CG = ^ par la pro. 

* ^rt. loi. prieté de l’Hyperbole * CG x GM ( ^ — ty — ^ 

^ ii* r/ ) = CK X KH iep)\ ce qui donne en déli- 

vrant le terme xy de fraélions , & mettant par ordre tous les 
termes, la meme équation xy —^xx—^y &c. que cy-deffus. 

Fie CLXXXI 2“ . On mènera par le point fixe A , une ligne indéfinie 

parallèle à PM & du même côtéi & ayant pris fur cette li- 
gne la partie = ot , on tirera BE — n parallèle à AP & 
du même côté, & par les points déterminés A, Et la ligne 
AE que j’appelle e > & ayant pris fur AP la partie AD = r 
du côté de PM, on tirera la droite indéfinie PG par.illele à 
AE, fur laquelle on prendra les parties PC = f , CK — e du 
côté que s’étend PM, & on mènera parallèlement k AP ÔC 
du même côté, la droite indéfinie CL & la ligne KHz=p. 
, On décrira enfuite * entre les afymptotes CL, CK, une Hy- 

HO. pgfPg le point H. Je dis qu’elle fera le lieu de 

cette fécondé équation ou formule 

— ry — mp 

Car 
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Car ayant mené d’un de Tes points quelconques M, la Jigne 
;;i^gj>arallele à AP, & qui rencontre les parallèles DG, 
aux^nrs f , G ; les triangles femblables ABE , Aj^F, don^ 
neront AB (m) AB (e) :: A^ou PM(y ) AP ou DG=i 
& AB(m). BE(n) A^Jy). — Et par 

confequent GM =■ x — ^ r, CG = 4? O*" 

propriété de l'Hyperbole CG%GM^CK* KH, ce qui don- 
M, en mettant pour ces lignes leurs valeurs analytiques, Sc 
délivrant le terme xy de fractions, la même fécondé foemu* 
le que cy>deflus. Donc &c. 

Corollaire. 

3 3 Jl eft dair i*. Que le terme xy fe rencontre toujours dam 
ces deux formules, puilque n’étant multiplié par aucune fra- 
élion , oo ne peut point la fuppofcr nulle pour le Élire éva- 
nouir’. x“ . Qu’il ne s'y peut rencontrer que l’un des quarrés 
itx ou yy, le^el s’évaooüit ü la fraâion ^ qui le multiplie 
eH nulle. 

PROPOSITION V. 

Problème. 

3 3 9- y * ROUVER te lieu d'une équutien âomke dans té^uelle le 
plan Xy \e rencontre , \*nt aucun det quarrit xx éf yy , ou 
jeuletnent avec tun des deux. 

On délivrera le plan xy de fraftions, & oo wmparcra les 
termes de l'équation donnée avec ceux qui luy repondent dans 
la première formule lorfque le quarré xx s y rencontre , & 
avec ceux de la fécondé lorfque c’eft le quarré yy , éc enfin 
avec celle des deux qu’on voudra lorfque pas un des quarrés 
Kx Sa yy oe s’y trouve. On tirera enfuite de la comparaifoo 
de ces termrs, des valeurs des quantités m, n, p, r, s, par 
le moyen dcfquelles oo décrira une Hyperbole entre fesalÿm- 
ptotes comme l’on a enfeigné dans le Lemme précédent , en 
obfervaot toujours de mener ou de prendre du côté oppolé à 
/IP & à PM les lignes dont les valeurs font négatives. Les 
Exemples qui fuivenc éclairciioot ces réglés . 

' Dd • 
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Exemple I. 

3 40. demande le lieu de atj' — ^xx — cy — t. 

Comme c’cft le quarré xx qui fc rencontre dans Têquatioa 
donnée , je choilis la première formule, & j’ai par la compa- 
raifon de lès termes avec ceux de la propofée, i*. ^ d’oà 
en faifant w = <1, je tire » z=z h. 2". -^ = c, & prtant s = 
3®. ^ — r = «, parce que l’inconnue x ne fe trouve point 
au premier degré dans l’équation donnée, & partant r = 

4®. =7^ — mpz=o f parce qu’il ne fe trouve point dé termes 
entièrement connus; & partant f ~ ^ ^ . Or comme 

les valeurs de AP (nj, CD (t), AD (r), KH (p) font 

toutes pofitives , je conftruis le lieu préciiement comme dans 
le Lemme (/ig. 180. ) en obfcrvant de prendre pour les lignes 
les valeurs que Ton vient de trouver . 

F«.CLXXX. ■ arCilf— — -V^,CG ou2>G--PC = *-^,& 
par la propriété de l’Hyperbole' CG x GM =z= CK x KH c’eft 
à dire , en mettant les valeurs analytiques , l'équation même 
donnée. Donc &c. - .... 

Exemple II. 

34*' ^yy , — cy — ff = p, l’équation dont il faut cont- 

truire le liea . • ... ' . '. 

• Comme c’en le quarré jjr qui fc trouve dans l’équation don- 
née , je choifis la féconde formule & j’ai par la comparaifon. 
de fes termes avec ceux de la propofée , i“- s = — '1- , & û 
Ton fait »» = <1, on aura » = — b . 2*. ^ — 0, & partant 
s — 0. 3®. r = c. 4®. mp—ff^ix. partant /> = ^. Ce qui don- 
ne la cooftruftion fuivante . 

FieXLXXXli. , Ayant mené par le point fixe une ligne indéfinie A{^ 
parallèle à PM & du même cô:é , & ayant pris fur cette li- 
gne, la partie AB (m) = 4, je tire BE — b-=. — » parallè- 
le à AP & du côté oppofé, & par les points déterminés y! , £j 
la ligne AE (e). Je prends fur AP ^ la partie AD (r) — c du 
côté de PMf & je tire la droite iridéfinie DG parallèle à AB , 
& comme les points ^ , C, tombent l’un fur l’autre, parce que 
PC (/) = 0 , je prends fur cette ligne la partie DK = e du cô- 
té que s’étend PMf & ayant mené parallèlement k AP Sc du 
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même côté fa ligne K H (^) == f & la droite indéfinie J>L 
qui tombe ici fur AP, ie décris entre les Afÿmptotes PL, Dif, 
une Hyperbole qui paflc par le point H. Je dis qu’elle fera le 
Beu requis. ' 

Car ayant mené d*un de les points quelconques , la droi- 
tê ^^paraîlcle à & qui rencontre les parallèles ÀE, DG, 
aux points P, G, on aura GM ou M^j^ — FG x •+*• 
f , PC où ‘/4F partant DG x GM ==i -4- 

KH Ce qui donne , en délivrant 
le terme xy de fraéliotis, l’équation propofée >ty>f^yy — cy 

R E M A R Q^U E. 

34^* S* l’on^preod pour l’arbitraire AB (m) une autre valeur que^ 
a, celles de CK (e) 3c de Kff(p) changeront, mais les va- 
le’ Ts du rcéfcangle ex X & des droites /4P(r), 

CD (/) demeureront toujours les mêmes ; car clics ne renfer- 
ment dans leurs exprelfions que les rapports ^ , 7 > ” > 
changent point, puifque dans le triangle /4fi£ l’angle ABE. 
eft donné, & la raifon ^ ( qui dans cet exemple eft •; ) du 
côté AB(m)au côté £E (n). Or comme l'Hyperbole qui 
doit pafler par le point H, fera toujours la même *, telle jor. 
grandeur que l’oo pnifle donner à CK (e) & à KH (p), 
vû que le reélangle CK x XH demeure le même j il s'enfuit 

S ue l’on conftruira toujours la même Hyperbole , telle gran- 
eur que l’on puiffe prendre pour l’arbitraire AB (itf). 

Exemple III. 

543. h faut conftruire le lieu de l’équation donnée xy — ay’*flx 
w^cc-=o. 

Comme pas un des quanés ^ ne fe trouve dans l’é- 
quation propofée, je puis prendre indifféremment l’uneou l’au- 
tre des deux formules, jwr exemple, la première, de laquel- 
le comparant les termes avec ceux de la propofée, j’ai i*. 
i = 0 , & partant » = o, & w = r; je fais mz=za. z®. 
ôui = /f. 5 “.»' = — &, puifque -V- = o. 4“- « — 
êc\ & partant — b — Or ces valeurs de m, », r, 

/ , P, étant ainfi déterminées, je conftruis le Leu de la ma- 
niéré qui fuit . 

Dd ij 
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Fic.Ctxxxni, Puifque AD ( r ) = — h y je mené parallèlement à PM & 
du côté oppofé la ligne AD = bi & puifque ££(«) = o, 
je tire la droite indéfinie DG parallèle à AP fur laquelle ayant 
pris les parties DC (/) = <*, CK (r) = m=:ada côté que 
s’étend je tire la droite indéfinie CL , & la ligne KH-=h 
i4- -ÿ- = ^ — P parallèle à PM & du c&é oppolé. Je décris 
enfuite l'Hyperbole oppofëe à celle qui ayant pour Afympto- 
tes les droites CL, CK y pafiè par le point H. Je disque là 
portion indéfinie OM renfêrtnée dans l’angle PAS y faite par 
la droite indéfinie AP & par la ligne AS menée parallèlement 
à PM & du même côté , fera le lieu cherché. 

Car CM ou PG ^ PM =j ^ & CG ou CD — DG — 
4 — X ; & par conféquent CG x GM = ^^ — xy ^ ab — 
bx^CK* KH (ab cc); ce qui, en efÉaçant de part ÔC 
d’autre le ret^nglc ai , & rranfporanc à l’ordinaire , dôme 
sey — ay^ix-^cc — o qui efi l’équation propofée . 

11 auroit été inutile dans cet Exemple de d^rire l’Hyper* 
bole qui pafTe par le point H; car aucun de fes points ne pour- 
rait tomber dans l’angle PAS, où l’on fuppofê que. doiveot 
tomber les points M. 

R B M A R Q^ü E, 

344*S’*L arrive qn’en comparant les tcrtties de la formule arec 
ceux de l’équation donnée , on trouvât que p = o; on vmt qu^il 
ferait alors impoflible de décrire l’Hyperbole qui en devrdt 
être le lieu , puifque fà puifTance qui efl ^le au reélangle pe 
feroit nulle. Mais alors l’équation fe pourroit toujours abaif- 
fer , en forte que fbn lieu deviendrait une ligne droite > car ef- 
façant par exemple dans la première formule du Lemme le 
terme mp, elle devient xy — ^ xx — — tx*^ 

îifi = 0 , qui étant diviféc par ^ — $ donne p — - — y 

*^rt. ioG. = O» dont le lieu * eA une ligne droite. 

PROPOSITION vi; 

Problème 

3 4 /. CoNSTMJJRË tout lieu du fécond degrf , fon êqueitton 
étant donnée. 

Tous les termes de l'équation étant mis d'un même côté. 
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en forte que Tuo des membres foit zéro, je difiingue deux dü> 
ferens cas . 

Premier cas. Lorfque le plan 3^ ne fe trouve point dans I c- 
quation donnée. 1*. S’il n’y a que l’un des quarrés,yy ou xx^ 
le lieu fera une * Parabole, a*. Si les deux quarrésyj'fic xx 
s’y trouvent avec les mêmes lignes, le lieu fera une Elliple 
ou un cercle, ’j”. Si ces deux quarrés s’y rencontrent avec dif- 
ferens lignes, le lieu fera une * Hyperbole ou deux Hyperbo. 
les oppt^ées rapportées à fes diamètres . 

Second cai. Lorfque le plan xy fe trouve dans l'équation 
donnée, i*. Si pas un des quarrés jj» & ne s’y rencontre ou 
feulement l’un des deux , le lieu fera une Hyperbole entre 
fes Afymptotes. a*. Si les deux quanés jy & xx s’ÿ trouvent 
avec dificrens lignes, le lieu fera * une Hyperbole rapportée 
à fes diamètres. 3*. Si ces deux quarrés s’y rencontrent avec 
les mêmes fignes , on délivrera le quarré yy de fradlions , & le 
lieu fera une Parabole lorfque le quarré de la moitié de la 
fraélion qui multiplie xy cil égal à la Iraébon qui multiplie le 
quarré xxi une * Ellipfe ou un cercle lorfqù’il ell moindre } 
éc enfin une * Hyperbole ou deux Hyperboles oppofées rap- 
portées à fes diamètres lorfqu’il ell plus grand . 

On décrira le lieu félon l’article 310. s’il ell une Parabole; 
félon l’article 3 14. s’il efl une Ellipfe ou un cercle ; félon l’ar- 
ticle 331. s’il cfl une Hyperbole ou deux Hyperboles oppofées 
rapportées à fes diamètres; & enfin félon l’article 339/1 c’efl 
une Hyperbole entre fes Afymptotes . Tout ceci n’eft qu’une 
fuite de ces quatre articles . 

Corollaire. 

34 ^*][Jne équation du fécond degré étant donnée, comme la 
Seélion Conique que l’on trouve par les réglés preferites efl le 
lieu * de toutes les valeurs tant vraies que fauflés de l’incon- 
nue/, qui répondent aux valeurs tant vraies que fauflés de 
l’autre inconnue x; il s’enfuit qu’il ne peut^ avoir que cette 
feule SeâioQ qui fint le lieu de l’équation donnée . 



Dd iij 
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Del Problêtnei înditermmés ^ 



PROPOSITION GENERALE. 




ROUVER /e lie» d' une infinité de points fUe 
e^ent tout certaines conditions marquée/, iorfi 
que ce dieu ne pajfe point le fécond degré , 

1*. On fuppofera comme connues & dé- 
terminées deux lignes droites inconnuês & 
] indéterminées AE (x), PM (y) , qui faffent 



entr’elles un angle APM donné ou pris à difcretioo}. & donc 
l’une AP' ait une origine fixe & invariable en un point âc 
s’étende le long d’une ligne donnée de pofition l’autre P M 
qui détermine toujours par fon extrémité M, l’un des pointe 
cherchés, change continuellement d’origine, & foie toujours 
parallèle à la même ligne • a*. On tirera les autres lignes que 
ion jugera utiles à la folution du Problème, & on les expri- 
mera par des lettres fçavoir, les connues par les premières 
lettres de l’Alphabet , & les. inconnuês par les deroiercs. j.V 
On regardera la queflion comme refoluë, & après en avoir 
parcouru toutes fcs conditions, on arrivera enfin à une équa- 
tion qui ne renfermera que les deux inconnues x âc y mêlées 
avec des connues . 4*'. Cette équation dans laquelle on fuppo- 
fè que les inconnues ôc y ayent au plus deux dimenfions , 
étant formée, on en conftruira le lieu félon les règles preferi- 
tes dans le Livre précédent ; & le lieu ainfi conllruit refon- 
dra la queflion. Tout ceci s'éclaircira par les Exemples qui 
fui vent. 






U 

V 






Digitized by Google 



é/d 



Des PROBLEMES inoe'termine's. 315- 



Exemple I. 

348. roüVER dans l’angle donné BAC le point M, tel qu’ayant 
mené de ce point les deux droites MF , MG , qui fafl'ent fur 
les côtés AB ^ AC , toujours vers la même part , des angles 
donnés MFB , MGC ; la droite MF foit toujours à la droite 
MG en la raifon donnée de 4 à & . Et comme il y a une infini- 
té de ces points, on demande la ligne qui les renferme tous, & 
qui en eft par conféquent le lieu . 

Par le point M , que Ion fuppofe être un des points cher- 
chés , ayant mené la ligne MP parallèle à Æ; on confiderera 
les deux droites inconnues & indéterminées AP (*) , PM (y ) , 
comme connues & déterminées . On prendra fur le côté AB 
la partie AB = ^ , on tirera les droites BC y BD , parallèles 
à MP , MG , & qui rencontrent aux points C , D , l’autre 
côté AC prolongé , s’il eft néceflaire ; & on nommera les con- 
nues jÎC, c\ BCyft BD, g. Prefentement menant pa- 
rallèle à AB , les triangles femblables ACB , PMF , & ABD , 
QMG, donneront ces deux proportions ; AC (c ) . BC (f) :: MP 
(j).MF=^, 8 cAB (4). BD (g) ^^.ou AP (x). MG = ^; 
ce qui fatisfàit à la première condition du Problème , puifque 
les lignes MF , MG , font toujours fuppofées parallèles aux 
deux mêmes droites BC, BD , qui font fur les côtés AB, AC, 
les angles donnés . Or par la fécondé condition qui relie à ac. 
complir , il faut que MF ( - 4 ^ ) • MG a, b; d’où l’on 

tire l’équation y = ^ qui renferme toutes les conditions du 
Problème , ôc dont le lieu fera par conïéquent celui que l’on 
cherche. 11 fe conftruit * ainfi. 

Ayant pris fur la ligne AP , la partie AH = i , (bit menée 
HE = parallèle à PM & du même côté , & (bit tirée la 
droite indéfinie AE. Je dis qu’elle fera le lieu de tous les points 
dierchés M. 

Car ayant mené par un de fes points quelconques M les 
droites MP , MJ^, parallèles aux deux côtés AC , AB , & 
les droites MI^, MG , parallèles à BC , BD , qui font par 
conféquent fur les deux côtés AB , AC , les angles donnés ; 
on aura à caufe des triangles femblables AHE , APM , cette 
proportion ; AH (b). HE(^) :: AP (*■) : PM (y) = 
a caufe des triangles femblables ACB, PMF, & ABD, ^IMG, 
ces deux autres ; AC (c) . CB f/) :: MP ( ‘-ff - . MF = ^ j & 



Fi«,Cl)(xxiv. 






^rt. jo6. 



Digitized by Google 



ai6 Livre Hüitie'më. 

AB (a) . SD (g) :: JVT^ou AP (x) . MG = ^ . Et jar confé- 
* quenc MF (^). MG ( a .b Ce qü\ étoit propofé . 

F 1 C.CLXXXV. Je nai refolu cette queltion par le calcul , que pour la rap« 
porter à la Propontion generale, & commencer par des Exem- 
ples /impies & ailés à en âtre voir l'application i car on peut 
refuudre ce Problème fans aucun calcul , & d’une maniéré 
plus facile en cette forte. 

Soient tirées les droites AK , AL , qui fe/Tent fur ^45 , , 

les angles donnés K AB , LAC , & qui /bieot entr’elles en la 
raifon donnée de ah b. Soient menées les droites KM , LM ^ 
parallèles aux côtés AB , AC , & qui fe rencontrent au point 
M \ par où , ôc par le fommet A de l’angle donné BAC , foic 
tirée la ligne AM : Je dis qu’elle fera le lieu cherché. 

Car ayant mené d’un de Tes points quelconques £ les droi- 
tes ER , ES , parallèles à AK , AL ; on aura à cau/ê des trian- 
glcs femblables AER , MAK , & AES , MAL , ces propor- 
tions ER . AK :: AE. AM:: ES. AL. Et partant ER. ES 
AK. AL '.: a. b. 



Exemple II. 

parallèles CD, étant données de pofition ; trou- 
F«c.Clxxxti. jçj points M tellement placés cotre ces li- 

gnes, qu’ayant tiré les droites MP, MGt qui fàflcntavec el- 
les toujours vers la même part des angles donnés MPB , MgD» 
elles foient toujours cntr’clles en la raifon donnée de ah. b. 

Ayant pris pour l’origine fixe des indéterpiinées AP ( x), 
un point quelconque A de la ligne AB, & les deux droites 
inconnuës & indéterminées AP (x), PM {j ) étant fuppofées 
connues & déterminées, on mènera les lignes AC, AE, pa- 
rallèles aux deux droites , Mp, MG ; & on nommera les con- 
nues AC, n AE, f; Cela fait, on prolongera PM ju/qu'à 
ce qu’elle rencontre CD en F', & les triangles /cmblables 
CAE, FMG, donneront AC (c). Æ (f)::MF{c — j). 
MG = Or félon la condition du Problème qui refte à 

J accomplir, il faut que MP (y). MG a. b', d’où 

; l’on tire l'équation J = qui rentèrme routes les condi- 

*Art.iC 7 . tiens du Problème, & dont le lieu qui eft * une ligne droite 

indéfinie HM menée parallèlement à en forte que AH 
= irvv/, c/l par conléqucnt le lieu cherché. 

Exemp. 
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Exemple III. 

3J0.J)eüX points Sf étant donnez, en trouver un trwfié- Fic.CttxxTii. 
me M, tel qu’ayant mené les droites MA, MB > clics foient 
toujours entr'elics en raifon donnée dcah i. Et comme il y a 
une infinité de ces points Af , il eft queflion de décrire le lieu 
qui les renferme tous. 

11 peut arriver trois differens cas félon que a e(l moindre, 
plus grand , ou égal à é . - 

Premier ^as. Par le point M, que je fuppofe être un de 
ceux qu’on cherche, ayant mené la ligne MP perpendiculai- 
re fur AB ( car n'y ayant point d’angle donné dans le Pro- 
blème, on choifit l’angle droit comme le plus fimple^, & 

Us deux droites inconnues & indéterminés AP (x), PM 
(y) étant fuppofées connues & déterminées ; on nommera la 
donnée AB, a & à cauf e des triangles redlanglcs APM, 

BPM, on aura les quarrés AM ^.xx yy , BM — cc — 
icx^xx^yy. Or par la condition du Problème, AM 
{xx BM (cc — rex xx yy)i: aa.bb. D'où ( en 

multipliant les extrêmes & les moyens & divifànt eofuite par 
Ib — aa) on forme cette équation/; -^xx H- — â~^=o, 

qui renferme la condition du Problème , & dont le lieu qiû 
eff par conféquent celui qu’on demande , fe conflruit par le 
moyen de l’article jii, ( Liv. preeed ) en cette forte . 

&)it prife fur la ligne AP, la partie AC = du côté Fi«.Clxxxvu. 
oppofé à PM y Sx. foit décrite du centre C, & du rayon CD 
ou CE — la circonférence d’un cercle . Je dis que fa 
portion Z) jWQ renfermée dans l’angle PAO, ^it par la ligne 
AP & par la droite AO menée parallèlement à PM Sx du 
nrrême côté , fera le lieu de l’équation que l’on vient de 
trouver. 

Car ayant mené d’un de fes points quelconques M, la 
perpendiculaire MP fur AB, on aura par la propriété du 

cercle CD — "cP ou EP%PD==. PM ; ceft à dire en met- 
tant pour ces quarrés leurs valeurs analytiques, l’équation 
precedente. 

Si l’on füppofé à prefent que les points Af tombent dans *.^.304. 
Tangle EAR oppofé au fommet à l’angle BAO dans lequel 

Ec 
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on a Tuppofè en faifànt le calcul qu’ils étcienf Htués , on 
•^rf.304. trouvera en faifant AP = — x , &L PM = — la 
même équation que ci-denUs, tant par la condition du.Pro- 
bK'me, que par la propriété de la portion RME delà mê- 
me circonfcrence que l’on vient de décrire; d'où il fult que 
cette pjttion cft le lieu de tous les points cherchés Âf, 
lo; (qu'ils tombent dans l’angle RAE , £t fi l’on fuppofe 
enfin que les points M tombent dans l’angle BAR & etv 
fuite dans l'angle EAO, on trouvera de même ( en oblêr- 
vant de faire TM = — y, lorfqu’il tombe de l'autre cô- 
té de la ligne AB\ Sx. AP = — a:, lorfquc le point P 
tombe de l’autre côté du point fixe A ) que les portions 
DP, £0, de la même circonférence feront les lieux de 
ces points; & qu’ainfi la circonférence entière qui a po||p: 
diamètre la ligne £)£, efi le lieu complet de tous les points 
requis M. 

Second cas. On trouvera par un raifonnement femblable à 
celui du premier cas , cette équation yy •¥> xx — HiHi ■+■ 
=0. dont le lieu fe conftruit ainfi . 

Fig.Clxxxviu. Soit prife fur AP, la partie AC = du côté de 

PM\ & foit décrite du centre C, & du rayon CD ou CE 
= un cercle. Je dis que fa circonférence fera le lieu 
de tous les points requis M. Cela fe prouve de même que 
dans le premier cas. 

Si l’on confidere dans ces deux cas que la circonférence 
qui a pour diamètre DE , Sx qui efi le lieu de tous les 
points cherchés M, doit couper la ligne AB en deux points 
D, E, tels que AD. DB :: a.lf & AE. EB :: a bi puif- 
que le point M tombant en D la droite AM devient ADi 
& BM, BD\ & de même que le point M tombant en E, 
la droite AM devient AE, & BM, BE: on abrégera de 
beaucoup les conftruélions precedentes . Car il cft vifible 
qu’ayant divife la ligne AB prolongée du côté qu’il fera ne- 
orflaire, en deux points D, E, tels que AD. DB r. a 
& AE. E B :: A. h \ la ligne DE fera en l’un & l’autre 
cas le diamètre de la circonférence qui eft lieu cherché. 

Troiftéme cas. Puifque dans ce cas 4 = / , l’équation 
precedente fe change en celle-ci a? = 7 c > d’où l’on voit 
* Art. i07. * que fl J on prend AP égale à la moitié de AB & qu’on 
iG. Lxxxix. droite PM perpendiculaire fur AB, cette ligne 
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îndclïnimeiit prolongée de part & d’autre, fera le lieu de 
tous les points requis M. Ce qui eft d’ailleurs évident par 
les Elemens de Geometrie. 




Exemple IV. 

T^eLX lignes droites PE, DH y indéfiniment prolot^ées Fic.cxc. 
de part & d’autre du point D, étant données de poutioo 
fiir un plan, avec un point C hors de ces lignes,} Toit ima- 
giné un angle donné CEM fe mouvoir par foa fommet £ 
le long de P £ , en forte que Ibn côté £C qui rencontre 
VH en H, paffe toujours par le même point C , & que 
fon autre côté £M foit toujours troifiéme proportionnel à 
JVC, CE. On demande le lieu de tous les points M dans 



ce mouvement. 

Soient menées CA parallèle à VH ; & CB qui fàflê fur 
VE au point £ un angle égal à l'angle donné C£^f , du 
côté qu’il fera necefiTairc, afin que CE tombant fur CB la 
droite EM tombe fur P£ . Cela pofé je dilèingue la que- 
fiion en trois differens cas : car ou le fommet £ de l'an- 
gle donné CEM fe meut fur la droite VE de l’autre côté 
du point B par rapport au point A ; ou entre les points 
£ , A ; ou enfin de l’autre côté du point A par rapport au 
point B. 

Premier cas . Lorfque le /ômmet £ fe meut fur la li- 
gne VE de l’autre côté du point £ par rapport au point 
A. Ayant mené du côté du point C la ligne Aj^ qui fafie 
fur VE au point A l'angle £A£^ég3l à l’angle ABC, on 
tirera par l’un des points clierchés M, que l’on regarde com- 
me donné, la ligne JkfP parallèle à A£), & qui rencontre 
VE en P ; & on aura deux triangles fcm^bles CBEj EPM; 
car les deux angles CP£, EPM, font égaux chacun à l’an- 
gle donné CEM, & de plus les angles BCE, PEM , font 
auflî égaux entr’eux ; puilque dans le triangle CBE l’angle 
externe CEP ou CEM PEM eft égal aux deux inter- 
nes oppofés BCE & CBE ou CEM. Si donc l’on nomme les 
données AV , a ; AB , b i BC , c \ ÔC les inconnues & in- 
déterminées ..4P , x; PM ,y \ AE, on aura , tant à cau- 
fc des parallèles VH , AC, que de la condition du Problè- 
me, ces proportions AV (a). AE (^) :: CN. CE ;; CE. 
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EM :: CB (O- BP ( x — ) v. BE {x. — b ), PM {y)\ 

d’où l’on forme ( en multipliant les extrêmes & les moyens ) 
CCS deux équations ax — ax — cz Sc ay = XX. — 
qui , en prenant , pour abréger , / = ^ -4- c , & faifanc 
évanoüir x. , & reduilent à celle-d xx — -^x — ^ — 9 
qui ne renferme plus que les inconnues x & y , & dont 
•^rt.310. le lieu, qui eft celui que l’on cherche, fc conftruit *ainfi. 

Soit prife fur la ligne AP y la droite AF = du coté 
de PM ; & ayant mené FL parallèle à PM , foit prife fur 
cette ligne du côté oppofé à PM , la partie FG = ^. 
Soit décrite du diamètre CL qui ait pour origine le point 
G , pour paramétré GH = f , & pour ordonnées des droi- 
tes LM parallèles à APy une Parabole qui s’étende du cô- 
té de PM. Je dis que là portion indéfinie OAf renfermée 
dans l’angle PA^y fera le lieu de tous les points cher- 
chés M. 

Car ayant mené d’un de fes points quelconques Af , la 
ligne MSI parallèle à AP & qui rencontre le diamètre CL en 
Ly on aura ML om PF — x — Sx. GL =y ^y 

& par la propriété de la Parabole, ML {xx 

LG X. GH ( 7/ ^ 5 ) ; ce qui en tranfpofant à l’or- 
dinaire donne l’équation xx ^x — -fy = o, qu’il fal- 

loit confiruire. 

SecoxJ car. Lorfque le fommet E parcourt la partie B A . 
n efl clair dans ce cas que les points M tomberont de l’au- 
tre côté de T>E , puifque l’angle donné CEM fera toujours 
plus grand que l’angle CEP qui diminue continuellement. 
C’eft pourquoi j’ai PM = — y , & comme je trouve par 
un raifbnnement fêmblable an precedent, la même équa- 
tion i il s’enfuit que la portion AG O de la Parabole que 
l'on vient de décrire , fera le lieu de tous les points M y 
imifqu’elle donne auffi par fa propriété cette même équa- 
tion. 

Troiji/me cas. Lorfque le fommet fê meut de l’autre cô- 
té du point A par rapport au point B. Il eft clair enco- 
re dans ce cas que tous les points cherchés M doivent tom- 
ber au deflbus de la ligne DE \ & on trouvera comme 
dans le premier cas AD. AE :: CN. CE :: CE. EM t. CB, 
£P , Et partant AD. CB :: AE. EP. D’où l’on voit que 
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EP cft plus grande, moindre, ou égale à félon que CB 
ell plus grande , moindre , ou égale à yiD ; & qu'ainG pro« 
longeant au deiïbus de D £ vers K , tous les points 
cherchés Af tombent dans l’angle BAK dans le premier de 
ces trois cas , dans Ton complément à deux droits DAX 
dans le fécond cas , & enfin fur la droite AK dans le troi* 
fiéme cas. Je fuppofe ici que CB foit plus ^nde que AD', 

& comme faifant PM = — j», parce qu’il tombe de l’au- 
tre côté de AP , je ne trouve plus la même équation que 
dans le premier cas , je ne fais plus d’attention à la conf- 
trudlion de ce cas . C’efi pourquoi nommant à l’ordinaire 
AP t x \ PM, y \ j’arrive à cette équation xxrhF^x — 

= 0 , dans laquelle g = c — a, dont le lieu qui efi ce- 
lui ^e l’on cherche efi une portion indéGnie AM d’une au- 
tre Parabole que la precedente laquelle s’étend vers le cô- 
té oppolé, & qui fe conftruit * en cette forte. * Art. no. 

Soit prife fur AP de l’autre côté de PM h partie AS 
=■ ; fo't menée ST = -^ parallèle à AXl» & du cô- 

té oppofé à PM ; foit décrite du diamètre TS qui ait pour 
origine le point T, pour paramétré une ligne =-fr» ^ 
pour ordonnées des droites parallèles à AP , une Parabo- 
le qui s’étende du cô'é de PM . Sa portion indéfinie AM 
renfermée dans l’angle P AK fera le lieu de tous les points 
cherchés M dans ce dernier cas , oh l’on luppofê que CB 
furpalTe AD. 

11 efi donc évident que le lieu cherché de tous les points 
M efi compofé de deux portions indéfinies de differentes Pa- 
raboles , dont l’une AgOM s’étend du côté de C ; & l’au- / 

tre AM du côté oppofé, & partent toutes deuxxlH point A i ^ 

car le côté C £ de l’angle donné C EM tombant fur CA 
parallèle à DJV, il efi clair que CN devient infinie , & 
qu’ainfi EM efi nulle ou zéro, puifqu’on a toujours NC. 

CE :: CE . EM : c’eft à dire que le point M fe confond 
avec le point £ qui tombe fur le point O. D’où l’on voit C H 
que AF efi une ordonnée au diamètre FG , & AS au dia- 
mètre ST ; ce qui donne lieu à la conflruélion fuivante qui 
efl generale. 

Ayant pris fur la ligne indéfinie AP de part & d’autre du 
point B les parties BO , BR , égales chacune à la quatriè- 
me proportionnelle aux trois lignes DA , AB, BC', on me- 

£e iij 
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ocra par les points de milieu F, S, l’un de AO, l'autre de AR, Im 
droites FG , ST , parcllcles à } & égales chacune à la 
troifiéme proportionnelle à 4AD , <k à AB > fçavoir, FG du 
côté oppolé au point C , ^ ST du même côté . Cela fait , on 
déaira deux differentes Paraboles dont Tune aura pour dia- 
mètre GF & pour ordonnée FA , & l’autre pour diamètre 
TS tic pour ordonnée SA ; je dis que leurs portions indéfinies 
MAGOM feront le lieu complet de tous les points cherchés iV. 

Car B O ou B Ji = , & partant AF ou 7 AO = 7 ^ 

^-47 = 4 i-j & de même ou ^ AR = -~ — = 

Donc &c. 

On peut remarquer en paflant que fi l’angle donné , qui Ce 
meut par fon femmet le long de la ligne DE, étoit égal au 
complément à deux droits de l’angle CEM, fans rien chan- 
ger au refte> c’eft à dire que les peints M tombaflènt fur la 
ligne EM prolongée de l’autre côté du point £ : le lieu de tous-, 
les pdnts M feroit alors les portions reliantes des deux Para- 
boles que l’on vient de décrire. 

Si les points A, £, C, étoient fitués différemment de ce 
qu’on les fuppofe dans cette figure , à laquelle on a accommo- 
dé le raifonnement ; on arriveroit toujours comme l’on vient 
de faire à deux équations qui ne pourroient être différentes 
des precedentes que par quelques fignes , & dont les lieux 
feroient par conféquent des portions de Paraboles que l'on dé- 
criroit avec la même facilité. 

Le Comte Roger de Vtnùmtlle a propofé ce Problème avec 
quelques autres dans le Journal de Parme du mois d’avril de 
l’année 16^3. ce qui a donné occafion au Pere Saquerhs de 
faire imprimer un petit Livre à Milan, dans lequel il avoue 
qu’il n’a pû refoudre celui-ci , quoiqull faffe affer paroître 
par la folution des autres qu’il eft fort vafé dans la Géo- 
métrie. 

Exemple V, 

2,, TJf N E ligne droite indéfinie AP étant donnée de pofition , 
F1C.CXCI. deux points fixes A, C, l’un fur cette droite, & l'au- 
tre au dehors > foit décrite une Parabole A M qui ait pour 
paramétré une ligne quelconque, & pour axe la ligne AP 
dont l’origine foit en / 4 j & foit menée du point donné C une 
perpendiculaire CM à cette Parabole . On demande le lieu de 
tous les points M, dont il eft vifible qu'il y a une infiaité; 



Digitized by Googk 



Des PROBLEMES inde'term ine's. 223 

puifque changeant continuellement de paramètres , on peut 
décrire une infinité de Paraboles différentes , qui a3*ent tou- 
tes pour axes la même droite indéfinie AP y dont l’origine 
Toit toujours en A. 

Ayant mené par le point donné C la perpendiculaire CB fur 
AP , & par un des points cherchés M que l’on regarde com- 
me donné, les droites jWP, MK, parallèles à BC , AP, Sc 
la tangente MT\ on nommera les données AB, a\ BC, b\ 

& les inconnues & indéterminés AP, xi PM , jr, ce qui 
donne CK — b ■ — y, MK = a x. Or par la condition 
du Problème, l’angle CMT cft droir; & par conféquent les 
triangles rcélangles T PM, CKM , feront fémblables; car fi 
l’onôtedcs angles droits CMT , KMP, le meme angle KMT, 
les reftes CMK, TMP, feront égaux. Donc TP ^ ( zx). & 

PM (y ) :: CK ( b — y). KM ( x), d’où l’on forme en 

rruiltipliant les extrêmes & les moyens cette équation yy — 
by •+• 2XX zax —0, dont le lieu qui eft celui qu’on de- * 
mande eft * xine Ellipfé que l’on conftruit * en cette forte. 

Ayant mené AD = i b perpendiculaire à AP ôc du côté 
de PM, & tiré la droite indéfinie pL parallèle à AP , on 
prendra fur cette ligne la partie DE == | du côté oppofe 
a PM\ & de part & d’a-uty dn point £ les parties EF , EG f 

^ga les chacune à ^bb- Enfuite de l'axe EG qui ait Ÿ '' 

pour paramétré une ngne CH double de FC, on décrira une 
Ellipfe. Je disque fa portion AMO renfermée dans l’angle 
P AD eft le lieu de l’équation precedentes & par confequent 
de tous les points cherchés M, lorfqu’ils tombent dans cec 
angle. 

Car prolongeant PM, s’il eft neceffàire , jufqii’à ce»qu*elle 
rencontre l’axe £G en L, on aura l’ordonnée ML =^b—y, , 

& EL =~a xt & par la propriété de l’EIlipfe, FL x» ^ t 

IjCouJf' —~ËL ax — xx).TM' (lbb — by-¥‘ ^ 

yy)'-'. FC. GH:: i.n ce qui donne en multipliant les extrê- 
mes & les moyens ^ bb — zax — zxx —\bb — by -^yy. 

Donc &c. 

Si l’on fuppofe à prefent que les points M tombent dans les 
les angles B AD, BAR, on trouvera toujours la même équa- 
tion que ci-deff^as , tant par la condition du Problème que par 
la propriété de l’Ellipfe} en obfêrvaut de faire AP. = — x , ^ 
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& PM = — y, lorfquc le point P tombe de l’autre côté de 
l’origine A, & PM, de l'autre côté de la ligne AP. D’ob il 
fuit que les portions de l’Ellipre , que l’on vient de décrire , 
renfermées dans ces angles font le lieu de ces points. 

On doit remarquer qu’il eff impoflible qu’aucun des points 
cherchés M, tombe dans l’angle PAR, oppofé au fommet à 
l’angle B AD dans lequel efl (itué le point donné C , d'où doi> 
vent partir toutes les perpendiculaires aux Paraboles. Car fi 
d’un pdnt quelconque pris dans cet angle PAR , on mene 
des droites comme MP, MT , perpendiculaires fur AP âc 
CM, il eft viftble que les points P , T, tomberont du mê- 
me côté du point ^4 , & par confequent que cette ligne MT 
ne pourra être tangence en M comme le demande la queC 
tion. 

Si l’on Tuppofe que AP (x) devienne nulle ou zéro , l’é- 
quation precedente yy — ^ -4- ixx -4- 2 ox =s o fê changera 
en celle-ci;^ — iy =Oj dont les deux racines font / — o,Sc 
y = b; ce qui fait voir qu’en tirant AO parallèle & égale à 
£C, le lieu des points cherchés M pafTera par les deux points 
A, O. On prouvera de même en fuppofant que le point P 
tombe de l’autre côté de l’origine A, & faifant AP ( — 
r=r AB (a), que ce même lieu paffera par les points B, C; 
de forte que l'EIIipiê doit être décrite autour du reéfangle 
Abc O. Ceci donne lieu à une faouvaHe conftruétion que 
voici. 

*Art. 176 . Soit formé le reélangle ABCO , & foit décrite * autour de 
ce reâangle une Ellipfè, dont l’axe PG parallèle aux côtés 
AB , OC, foit à Ibn paramétré CH, comme i efl à a. U eft 
évident qu’elle fera le lieu cherché. 

R E M A R qju E I. 

nature des lignes courbes telles que AM étoit expri- 
mée par l’équation generale f — k"jP~ 2 . " ( 1« lettres m, n, 

^ marquent les expofans des puifTances dey Sx. x tels qu’ils puif- 

Art. Zip. gjjç J qyj renferme * non feulement la Parabole ordinai- 
re, mais encore celles de tous les degrés à l'infini: on auroic 
. •Art.iij. TP*(^x). PM(y)::CK (i—y). Aî ( a -4- * ) : ce qui 
donne yy — by ^^xx’^ ^ax — o, dont le lieu qui eft ce- 
lui qu’on cherche, eft une Ellipfe que l’on conftruira félon 
l’article 322. ou bien feloo l’article 176. fi l’on obfêrve que cet- 
te. 
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te Ellipfe doit pafler autour du redangls doniié AüCO, ôc 
que fon axe F G parallèle aux côtcÿ AB, OC ^ doit êcre 
à fon paramétré GH en la raifon donnée de ot à.». ' 

R E M A R E IL 

3 H’ S* cènwe £ de rEllipfe qu’on vient de décrire tomboit Fiq.cxci. 
fur l’origine A de l’axe commun AP de toutes les Para^ 
bolcs AMi & l’axe FG de rEllipfe fur l’axe AP des Pa- • ” 
nboles: cette Ellipfe couperoit toutes ces differentes Para» 
bolcs à angles droits . On peut énoncer ce Theorême de 
h manière qui fuit. 

Soient une infinité de Paraboles comme A^ de tel de- Fiocxcii. 
gré qu'on voudra, qui ayent toutes pour axe commun la 
même ligne AP, dont l’origine eft toujours au même point 
A; & foit une Ellipfe qui ait pour centre le point A, & 
dont l'axe FG fitué fur AP foit à fon paramétré, comme le 
nombre w expofant de la puifl'ance de AP (x)e(l au nombre 
» expofant de la puilfanœ de FM (j> ), dans l'équation gene- 
jale J» = at"* n" " qui exprime la nature des Paraboles AM. 

Je dis que cette Ellipfe coupera toutes ces Paraboles à an- 
gles droits. 

Par le point M, où elle coupe telle de ces Paraboles qu’on 
voudra, ayant mené la tangente MT à cette Parabole, & 

MS perpendiculaire à cette tangente; il eft queftion de prou- 
ver que MS touche l’Ellipfe au point M. Pour en venir à 
bout, on tirera la perpendiculaire MP fur l’axe, & ayant 
nommé les indéterminées AP, xi PM,yi & la donnée FG, 
on aura par la propriété de l’Ellipfe FPkPG (tt — xx), 

PM iyj ) & partant mjiy = att — nxx. Oràcau- 

{e des angles droits TPM, T MS, il vient TP * (i* ) . PM 
(/ ):: PM iy). PS ==^, & par conlequent AS ou AP 
■fi p5 = en mettant pour myy la valeur que 

l’on vient de trouver att — nxx. D’où l'on voit que AP , 

AF :: AF. AS, & qu’ainfi * la ligne MS touche l’Ellipfe 
au point M. Ce qu'il falloH &c. 

Exemple VL 

imaginées une infinité d’Hy perbolcs qui ayent tou- Fie, CXciil; 
tes pour Alÿmptotes communes les mêmes dmtes AP, AO , 
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données de pofition , qui font entrclles un angle droite PAO $ 
& foient conçues partir d’un point donné C une infinité de per- 
pendiculaires comme CM à ces Hyperboles. On demande le 
lieu de tous les points /f , <’ù chacune des droites CM rencon- 
tre l’Hyperbole à laquelle elle cft perpendiculaire. 

Ayant tiré les mêmes lignes que dans l’exemple précèdent, 
& les ayant nommé.;s par les mêmes lettres , on arrivera de 
*^rt.ïo7. même à cette proportion TP * (*). PM (y ) :: CK (b — y). 

KM (a — * ) ; ce qui donne cette équation yy — éy — xx^ 
*^rt. îio. axz=Of dont voici * le lieu. 

Ayant pris fur l’Afymprote AO parallèle à PM, la partie 
AD — 'b, & mené T>L paiallclc à AP ; on prendra fur cet- 
te ligne la partie DE~~a du côté de PM , & de part & 
d’autre du point E , les parties £f , £0 , égales chacune à 

5 bb o\x ^ \hb — ^aa félon que a cft plus grand ou 

moindre que On décrira enfuite de la ligne PG, comme 
premier axe dans le premier cas , & comme fécond dans le 
deuxième , deux Hyperboles oppofées équilatercs. Je dis que 
leurs portions t enfermées dans l’angle PAO , feront le lieu de 
cette équation , & par conféquent celui ûe tous les points cher- 
ches M. 

Car prolongeant PM ^s’il efl necefTaire ) jufqu'à ce qu’elle 
rencontre l’axe PG, en' Z, , on aura l’ordonnée ML — — f, 

•jirt. U7. & la partie BL =^— T ^ propriété ces Hyper- 

boles équilatercs EL ^ EP (xx — ) = LM 

{■^bb —• iy yy) Donc &c. 

* Si <> = é j la conrtn lésion precedente n’a plus de lieu , car 
la valeur du demi axe EF ou EG devient nulle. Et comme 
l’équation precedente devient celle-ci y/ — ay — xx ax-=. o, 
tfiàyy — — ay ^ ~aa x=:.xx — - ax -♦* de laquelle extrayant 
de part & d’autre la racine quarrée , il vient y — i 4 = x 
— -J/» ou y =: r , &ja — y = x — 7 <> ony = 4 - x; 
Iw.CXCIV. il s’enfuit que fi l’on aihcve le rcélanglt ABCO , & qu’on ti- 
re les deux diagonales AC , BO : elles féioot le li. u ce tous Ici 
points cherchés M Car la diagonale AC cft le Heu de la pre- 
mière équation y = x , fit l’autre diagcoale BO ell le lieu de 
Iadcuxicxney = 4 — Xk 



Digiiized by Google 



Des PROBLEMES INDE'TERMINE'S. 127 
R E M A R Q_D E L 

3 ^1 la nature des lignes courbes qui ont pour Afymptotes les Fic.cxcin, 

droites AB , AO , étoit exprimée par l’équation générale x”/’ 

=z qui renferme * les Hyperboles de tous les degrés à 

Tia^ni , on auroit TP* (~x). PM (y):: CK (b — y). KM *^rt. nj. 

(a — x) i ce qui donne yy -r-iy — ~ ax = o , dont 

le lieu fe conftruit * ainfi . • j ja 

Ayant trouvé le point E comme dans l’exemple , on pren- 
dra fur DL de part & d’autre du point E, les parties EF, EG^ 

égales chacune à — ~bbo\x hb — ^aa\ Iclon 

que tuM e(l plus grand ou moindre que mhh . Enfuite de la li< 
gne FG comme premier axe dans le premier cas , & comme 
fecond dans le deuxième , qui foit à Ton paramétré en la rai> 

(bn donnée de à o , on décrira deux Hyperboles oppofées : 
leurs portions renfermées dans Vinglc O AB feront le lieu qu’on 
cherche. 

Si a. b :: y/m. y/a, Icquation yy — hy — axx=io 

fe change en celle-ci yy — ^ ■+• s ® » Fw.cxciv. 

— *»yvki W = s ata? — de laquelle extrayant 

de part & d’autre la racine quarrée, il vient y — =* 

— 7<» /i , ouy = ; & fVi —y = xVh — 

y/^ ouy = ay^^ — » /s- D’où il fuit que fi l’on achève le 
reftangle y4SCO , & qu’on tire les diagonales BO, AC; ces 
deux lignes droites feront le lieu de tous les points cherchés Af: 
car la diagonale AC efl le lieu de la première équation y = x 

> & l’autre diagonale BO le lieu de la fécondé y=. a ^ 

On prouvera de même que dans l’Elliplê , que les Hyper- ritcxcm. 
boles oppofées qui font le lieu cherché , doivent être décrites 
autour du redlangle donné ABCO ; & comme l’axe FG > pa- 
rallèle aux côtés Ab , OC , doit être à fon paramétré en la 
raifon donnée demà a, il s’enfuit qu’on peut décrire , fi l’on 
veut , ces Hyperboles par le moyen de l’article lytf, ( Liv. 4 .) 

R E M A R q_D E II. 

3 J 7* S* 1® centre E de l’Hyperbole BFC tomboit fur le point A , FicCXcnii 
& fon axe FG fur la ligofr AP } je dis que cette Hyperbole 

Ff ij 



Digitized by Google 




xiS Livre Haï TI e' ME. 

coupcroît à angles droits toutes celles qui ont pour Arympto- 

tes les droites ^ , AO; ce qu'on peut énoncer ainli . 

FIC.CXCV. ' Soient une infinité d’Hyperboles de tel degré qu’on voudra, 
qui ayent toutes pour Arymptotes communes les mêtnes droi* 
tes AP , AO y qui font entr elles un angle droit ; & foit une 
Hyperl^lc ordinaire FM qui ait pour centre le point A ^ Sc. 
dont le premier axe FG fitué fur AP , foit à foa paramétré 
comme le nombre m expofant de la puifliance de AP (x) eft au 
nombre a expofant de la puiflance de PM (y) dans l’équation 
generale iv*/" = qui exprime la nature des Hyperboles 
MAM. Je dis que l’Hyperbole FM coupe à angles ^oits tou- 
tes ces differentes Hyperlwles. 

Ayant mené par le point M ob elle coupe telle de ces Hy- 
perboles qu’on voudra , une tangente MT à cette Hyperbo- 
le , & une perpendiculaire MS à cette tangente > il s’agit de 
prouver que à l’Hyperbole MF , MS fera tangente pour le 
faire , on tirera MP perpendiculaire fur l’Afymptotc AP ; & 
ayant nommé les indéterminés AP , x ; PM , y ; & la don- 
née FG , 5 on aura par la propriété de l’Hyperbole FM 

cette proportion FP x PG (xx — //) . P m' (jy)'.:m.n^ÔC 
partant myji = nxx — ntt. Or à caufe des angles droits TPJVf, 
*^.zs7^TMS, il vient PM (y):: PM (y). PS = ^. 

Et par confequent AS ou AP — PS = -^ en 

mettant pour myy la valeur qu’on vient de trouver nxx — ntt. 
D’où l’on voit que AS eft troifiéme proportionnelle à AP,AF; 
*Arf. Ht. & qu’ainfi * la ligne jMS touche l’Hyperbole FM au point iMl 
Ct ^uil fal/o/t démontrer . 

Exemple VIL 

3 J 8 . J_|A Parabole BAC étant donnée, on demande le fieu dç fous 
FïfrCXcvi. les points M, tels qu’ayant mené de chacun de ces points, deux 
tangentes MB , MC, à cette Parabole > l’angle BMC qu’elles 
comprennent foit toujours égal à un angle donné . 

Il peut arriver que l’angle donné BMC foit aigu, obtus , ou 
droit j ce qui fait trois diftèrens cas . 

Premier cai . Lorfque l’angle donné BMC eft aigu . Ayant 
i 6 o. mené * l’axe A O de la Parabole donr(ée BAC , qui rencontre 
les tangentes MB , MC , aux points F , G , on tirera fur cet 
axe des points touchans B , C , ôc du point de concours M, 
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les perpèodiculaires BD , CE , MP . Et ayant mène ÿlfTVqui 
fafle fur l’axe AD l’angle F NM égal à l’angle FMG comple- 
ment ^ deux droits de l’angle donné BMC y on nommera les 
inconnues & indéterminées AP , x i PM, y, AF ,s i AG ,t\ 
& le paramétré de l’axe fçavoir , AV, a\ lequel eft 

donné , puilque la Parabole BAC eft donnée . Cela pôle ; 4 

caufe du triangle reélangle FPM , on aura le quarré FM 
=r // — isx XX •^yy , lequel étant divile par FG ( /— / ) 
donnera *»- »»«■*■**•*■" = FN., à caulê des triangles fembla* 

blés FMG, FMN\ & partant PN ou F P — FN — 
. Ja cherche à prefent par le moyen de la 

Parabole donnée BAC des valeurs de / t j sf , ôc s — t 
par rapport à &_y , afin qu’étant fubftituécs | dans la valeur 
de PN, cette ligne ne renferme plus dans fon exprefliou d’au- 
tres inoonnuës que x 6c y . Ce que je fais ainfi . 

Les triangles femblables FPM , FDB ; & GPM , GEC , 
donnent FP 0 — x) . PM(y) :: FD * ( 2f ). BD * (i^as) . 
EtGP(x — t) . PM(y)::GE(2t) . CE (Vat). D’où je 
forme ces deux équations si — 2xi — • / -»- atat = o , & 

tt 2xt — ±n.t XX = o\ c’eft à dire ( en faifant p — 2x 

mfm pour faciliter le calcul ) is — pm^xx = o, & ft — 
pt XX =1:0. Je retranche la fécondé équation de la premiè- 
re , & j’ai // — tt — ps^¥>pt=-o qui étant dfvifée par / — t 
donne / -♦- t ==p>& partant r = p — t ,6c ts = pi — ts = 
ps — xx^ caufe de la première équation, d’où je tire st=zxx. 
Si l’on ôté ifxx valeur de 4// de pp valeur de // 2ti •*" tt , 
on formera enfin cette égalité // — 2// -h- tt = pp — 4rAf , 
& extrayant de part & d’aùtre la racine quarrée , on aura 

s — f = y/pp — t^xx z=z ^ ~ en mettant pour p fa va- 

leur IX ^ . 

Si l'on met à prefent à la place 6e s t, tt, 6c i — t, leurs 
valeurs 2 a? ;tx, & dans ^ qo 

trouvera F N — ~ • . Or fi l’on prend fur l’axe la partie 

égale au paramétré AV (a), 6 c qu*on tire jQT parallè- 
le à PMt & Qui rencontre en T la droite jifTV prolongée au- 

F f ig 



Art, 11. 
Art . 7. 
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tant qu’il fera ncccflairc ; il eft vifible que la ligne ^ fera 
donnée , puifque dans le triangle reftangle N , l’angle 
^NT qui eft égal à l’angle donné BMC eft donné, & que de 
plus le côté Aî^qui eft égal au paramètre AV de l’axe de 
la Parabole, eft aufli donné. Soit donc la donnée jQr = /, 
& à caufe des triangles femblables NPM , , on aura 



cette proportion , A/» ( (y) é , & par- 

tant ^êVyy ^àx = ^bx — ai, c’eft à dire en ôtant les in- 
commenftirables^/ — ■— xx ax ^ x — -^ib = o » 
•jirt.iio. dont le lieu ( qui eft celui qu’on cherche ) fe cooftruit * en 
cette forte. 

Soit prife fur l’axe AV de la Parabole , la partie AH = 
du côté de PM; & de part & d’autre du point H 

les parties H/, HK , égales chacune à &foit dé- 

crite du premier axe JK qui fort à fon paramétré KL comme 
aa eft à une Hyperbole KM. Je dis qu’elle fera le lieu 
de l’équation que l’on vient de trouver . 

CariïP = * — & parla propriété dé l’Hjr 

perbole ÏÏP — HK (xx — iax — tt * •+• iV . PM 
(ji/):: JK. KL :: aa.hh\ ce qui donne, en multipliant les 
extrêmes & les moyens , l’équation precedente. 

Il eft à propos de remarquer que dans ce cas FU fera tou- 
jours moindre que FP\ puifquc l’angle F NM, qu’on a pris 
égal au complément à deux droits de l’angle donné, eft obtus. 



C’eft pourquoi 



4,stT «y 
JJ-*-** 



valeur de F P — FN dwt être poli- 



tive ; & par conlèqueiK x doit toiûours fnrpaftèr a. Don 
l’on voit que qumqu’il y ait une portion de l’Hyperbole oppo- 
fée à KM qui foit renfermée dans l’angle P AF fait par la ligne 
AP & par la droite AF menée parallèlement à PM & du mê- 
me côte , elle ne peut pas neanmoins faire partie du lieu des 
points M; parce que ^4/ étant moindre que ^ ^ , lindétwmi- 
née AP qui feroit alors moindre que i4i, feroit à plus forte 
raifon mo^re que ^ a. 

Second cas . Lorfque l’angle donné eft obtus. En fuppolânc 
que les points M tombent dam l’angle P AF, êc pat un lai» 
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fonncment fembUblc à celui du premier cas , cxi trouvera U 
même équation} & par coofequent la conftrLuSlioo du lieu 
demeurera la meme. Mais il faut oblcrver dans ce fécond 
cas que F N fera plus grande que F Py & quainfi la valeur 

♦ de F P — F N. deviendra négative} d’oîi il fuit que 

X fera toujours moindre que 7 4, & partant que le lieu cher- 
ché ÜTi alors la portion de l’Hyperbole qui s’étend du même 
côté de la Parabole , laquelle Ce trouve renfermée dans cet an- 
gle PAl^. Et comme en fuppofant que les points M tombent 
dans l’angle DA^, on trouve encore la même équation , il 
s’enfuit que cette Hyperbole entière fera le lieu de tous les 
|X)ints cherchés M. 

Dc-Ià il eft évident que fi une Hyperbole JC Af cft le lieu 
de tous les points M lorfquc l’angle Oonné BMC ell aigu , Ibn 
oppoféc fera le lieu de tous ces points lorfquc l’angle donné fera 
égal au complément à deux droits de Tangle BMC, parce 
qu’alors les lignes données a Sc h qui déterminent la conlltuc- 
CioQ des Hyperboles demeurent les mêmes. 

Troifiéme cas . Lorfque l’angle donné eft droit. Il eft clair Fie. cxcVL 

que Fitf eft alors égale à P, & qu’ainfi la valeur " 

de FP — F N fera nulle ou zéro. D’où l’on voit * que fi • 
l’on prend fur Taxe AD prolongé vers fon origine A la partie 
AP — \éiy & qu’on lui mené la perpendiculaire inuéfinte 
PM\ cette ligne qui n’eft autre que la dircdlricc comme l’on 
peut voir dans les définitions de la Parabole , fera le lieu 
cherché. 

Corollaire. 

3 J 9. S* fo” inene le demi-fecond axe HO, & qu’on tire l’hypo- Fic.cxcvi. 
thenufe KOi les triangles rcâangles KHO , feront fera- 

blables : car puifque le fecond axe eli moyen proportionnel 
entie le premier IK Ce fon paramétré KL, il s’enfuit que 

"m t: IK. KL :: aajh, & qu’ainfi KH. HO 

(a ). (b). L’angle HKO ( qui félon la définition 1 1. du 

3. Livic, eit égal à la muu>é de l’angle fait par les Afym* 
ptüces de l’Hyperbole KM) fera donc égal à l’angle 
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c eft à dire , à Tangl e donné BMC ; & on aura ( 4) . 

,, , ** ** 

(b) :: KH ( ). //o = ; & NÇ^a) . NT 

\^'77ZüTi î .. vzj f ^ - 1 . 



I on pofe 1 hypothenufe KO du triangle reflangle KHO fait 
par les deux demi-axes HK^ HO, fur le premier axe JK dc- 
*^rf. 74- puis le centre H, en R & 5 ; il eft clair * que ces deux 
points feront les deux foyers de l’Hyperbole KM & de fon 
oppofée ; & que ^ , puifque HR = & 

Dob l’on voit que le foyer R de l’Hy- 
*Z)f/. 3 , 4 , perbole KM eft encore le foyer * de la Parabole BAC , & 

qw 5A C Al— ) ~ HO (Ai— -4^' 

f^4), puifqu’en multipliant les extrêmes & les moyens , on 
forme le même produit . Ce qui donne lieu à ce Theorême . 

Fic.cxcvL Si fur la diftance SR des foyers d’une Hyperbole KM, 
on prend du côté de 5", la partie RA troifiéme propor- 
tionnelle à cette diftance SR, & à la moitié HO de fon 
•^rft4- fécond axe } & qu’ayant décrit * une Parabole BAC qui 
ait pour foyer le point R, & pour axe la ligne ^ R dont 
l’origine foit en on tire d’un point quelconque M de 
l’Hyperbole KM deux tangentes MB, MC, à cette Para- 
bole : je dis que l’angle BMC qu’elles comprennent, fera 
toujours égal à la moitié de l’angle fait par les Afympto- 
tes ; & que fi l’on prend le point M fur l’Hyperbole op- 
po/ec, l’angle compris par les tangentes, fera toujours ^al 
au complément à deux droits de la moitié de l’angle fart 
par les Alÿmptotes. 

Exemple VIII. 

3 O. IJ” N E ligne droite indéfinie BAP étant donnée de pofi- 
Fic.cxcvill. tion fur un plan avec deux points fixes A , D, fun fur 
cette ligne & l’autre au dehors ; on demande le lieu de 
tous les points M, dont la propriété foit telle qu’ayant me- 
né de chacun de ces points aux deux points fixes A , D, 
les droites MA, MD: la ligne AM foit toujours égale à 
la partie ME de l’autre droite DM , prifè entre le point 
JH & le point E ou elle rencontre la ligne MP. 

Du 
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Du point donné û & du point M que l’on fuppolê être 
l’un des points cherchés , ayant mené les perpendiculaires 
BD MP , fur la ligne AP , on nommera les données AB , 
ia ; * BJ> J 2h i Sc les inconnues & indéterminées AP , x ; 

PM, y ; on aura AP = pE i puifque ( hyp. ) AM = ME . 

Or les triangles fcmblables EBV, EPM, donnent EB ou AB 
— AB (2X — 2a). BD (2I) :: EP (x). PM (y). En 
multipliant donc les extrêmes & les moyens, on fortnera cet- r 
te éqiwtion xy — ay—bx, qui renferme la condition mar- 
quée dans le Problème, & dont le lieu qui eft * une Hy- 
perbole équilatcre entre les Afymptotes fe conftruit ainfi. ' 

Soit tirée la ligne AD que l’on divifcra par le milieu enC, 
par où l’on mènera les droites CF, CG, l’une parallèle & 
loutre perpendiculaire à AP : foient décrites entre les Afymp- 
totes CF t CG f indéfiniment prolongées de part & d’autre du 
point C , par les points P , A y * les deux Hyperboles op. ijo. 
pfées DM J AM, qui font * équilateres. Je dis qu’elles fc- 
ront le lieu complet de tous les points cherchés M. III. 

*Car les Arymptotes CF, CG, divifent les droites AB , 

BD en «leux parties égales aux points L , K , puifque AD 
ett divifée par le milieu en C, & partant lorfque les points P 
tombent fur AB prolongée indéfiniment du cô c de P , com- 
me l’on vient de fuppolcr en fiiilant le calcul, la ligne PL ou 
CH =x — a, HM — y — ^ & par la propriété * de *^rt. loa 
l’Hyperbole CH x HM (xy — ay — bx ah) = CK x KD 
{ab) = ce qui donne xy — ay = bx. 

Si l’on fuppofe à prelênt que les points P tombent fiir BA 
indéfinimenr prolongée du côté de A , ou fur la partie ué- 
terminéc AB ; on trouvera toujours ( en oblêrvant de faire 
AP ■= — X , & PM = — y lorfqu’ils tombent de l’autre 
côté du point A Sc de la ligne AP) la même équation xy 
— ay ~ hx , tant par la condition marquée dans le Problè- 
me que par la propriété de l’Hyperbole AM ou DM. 

Donc &c. 

Corollaire. 

3^1. D E-LA il eft évident que les parties MR , MS des deux 
droites AM , DM, comprifes entre le point M & l’une ou 
l’autre des Afymptotes, Ibnr égales tntr’elles. Car i*. Lort 
que l’Afyroptüte, comme CF , ell parallèle à la ligne AP , 

Gg 
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l’angle RSM eft égal à l’angle AEM, & l’angle S RM à l’an* 
MAE. Lorfque l’Arymptote , comme CG, eft per- 

pendiculaire à AP, l’angle RSM léra le compk-ment à un 
droit de l’angle AEM à caufc du triangle redlangle SLE^ & 
de même l’angle SRM ou fon oppofé au Ibmmet ARL eft 
le complément à un droit de l’angle EAM à caufe du trian- 
gle redlangle R AL Donc puifqiie les angles EAM , AEM ^ 
foot égaux, il s’enfuit que le triangle RMS fera ifofcdlc, & 
qu’ainfi les côtés MR y MS , feront égaux entr’eux. Ce Co- 
rollaire nous fournit le Théorème fuivant. 

Si l’on mene d’un point quelconque M d’une Hyperbole 
équilatere , deux droites MD , MA , aux extrémités d’un 
de Ces premiers diamètres AD , lefquelles rencontrent l'une 
ou l’autre Afÿmptote aux points R, S: je dis que les parties 
MR y MS y de ces deux droites feront égales entt’clles. 

Exemple IX. 

3<ji. J)eux cercles £gF, BNO y dont les centres font C t Ay 
F 1 G.CXCIX. étant donnés , & ayant mené par un point quelconque G du 
cercle EGP une tangente indéfinie GNO qui coupe l’autre 
cercle BNO en deux peints N, O, par lefquels fbient tirées les 
tangentes NM , OM ; on demande le lieu de tous les points 
de concours M. 

Ayant tiré MP perpendiculaire fur CA , qui paffe par les 
centres C A , des cercles donnés ; on mènera les droites CG , 
AM , qui feront parallèles , puifque l’une & l’autre eft per- 
pendiculaire fur la même droite GO qu’elles rencontrent aux 
points G , .Q ; & on nommera les données AB ou AO , a i CE 
ou CE ou CG , b , CA , f ; & les inconnues & indéterminées 
AP , X] PM , y . Cela fait , les triangles rcélangles fembla- 
blés AOM y AJ^ » donneront AM ( •^•yy) • AC (a):'. 

AO (a). A^= — Et menante// parallèle à GO, 

Y yy 

qui rencontre en H , MA prolongée , s’il eft ncceftàire , on 
aura à caufe des triangles reftangle s femblab les MAP , CAH, 

cette proportion : PA (x). AM {>/ xx yy) AH ou CG — 

A^(b — ). AC (c)‘, ce qui donne by/xx -♦->/ = 

ex y c’eft à dire , en ôtant les incommenfurables, l’équa- 



Digitized by Googlp 



Des PROBLEMES IN DE'TERMINE's. xjy 

tion ^ j-a: — = 0 , dont le lieu cft * ht. 

une Parabole , une Ellipfe , ou une Hyper^le félon que CE 
( ^ ) eft égale , plus grande, ou moindre que CA (c). Voici 
la conftrufiion du dernier cas. 

Soit prife fur la ligne AP la partie AR = 
oppo(é a PMi & de part & d’autre du point Æ les parties 
iî/ , fi-K , égales chacune à ; & foit décrite du premier 
axe JR qui ait pour paramétré KL = ^ une Hyperbole. Je 
dis que fa portion indéfinie DM renfermée dans l'angle P AD 
6it par la ligne AP & par la droite AD menée parallèlement 
à PM & du même côté , fera le lieu de cette équation . 

Car par la propriété de l’Hyperbole , KP — RJ 
^ XX). PM (yy ) ■.: JK ( ^) . KL ( ‘-^)i ce qui 
donne l’équation precedente. 

Si l’on fuppofe à prefent que les points M tombent dans l’an- 
gle K AD qui cfi à côté de l’angle P AD , on trouvera encore 
(en faifant AP = — x ),Ia même équation , d’où il fuit que 
la portion déterminée ID de l’Hyperbole JM , avec la moitié 
entière de l’Hyperbole qui lui eft oppofée fera le lieu de ces 
{X)ints , & qu'ainfi ces deux Hyperboles oppofées compofent 
le lieu complet de tous les points cherchés M : où l’on doit ob- 
ferver que la portion SIT renfermée dans le cercle BNO cft 
inutile , puifqu’aucun des points de concours M des deux tan- 
gentes NM f OM , à ce cercle , ne peuvent tomber au dedans. 

II eft à propos de remarquer que RA { ) 

== ^ KR ^ IK* KL , comme l’on voit en mettant pour 
ces lignes leurs valeurs analytiques ; & qu’ainfi puifque le rec- 
tangle ^IK% KL vaut le quarré de la mo'uié du fécond axe , 
le point A fera * l’un des foyers de l’Hyperbole IM. Or puit • jtrt. 7 é^ 
que AI ou AR — RJ= ^ & AK = AR 

s’enluit qu’on peut abréger la conf- 
trudlion precedente en cette forte 

Soient prifes fur la ligne AC du côté de C, les parties AI^ 

AK , troificmes proportionnelles ^ AF (c^b), AB (a), 6c 
à '4£ ( c — b) f AB ( 4 ) i & foient décrites du premier axe 
IK , i3c du foyer A * deux Hyperboles oppofees . FI eft evi- 
dent qu’elles feront le lieu de tous les points cherchés M» 

Gg>i 
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Lorsque C£ ( fr ) cft plus grande qacCA(c) t la conftruc- 
tion de l’Elliplê qui efl le lieu des points cherchés M , lê fera 
de la meme maniéré que pour l’Hyperbole , en obfervant de 
prendre la partie AK de l’autre c&é du point A par rapport 
au point C. Et enfin lorfque CE (b) — CA(c)^ il n’y aura 
qu'à prendre fur la ligne ÂC du côté de C , la partie troi- 
fiéme proportionnelle à AF , AB , & décrire enfuite une Pa- 
rabole qui ait pour foyer le point A , &. pour axe la ligne JA 
dont l’origine foit en J. 



Corollaire I. Po'jr l'Ellipse & les Hyperboles 
oppose'es, 

3^3 - T^E-LA il eft évident que fi de l’un des foyers A d’une EI- 
Fk^CXCIX. lipfc ou de deux Hyperboles oppofccs, dont le premier axe eft 
JK f on décrit un cercle quelconque BNq ; & qu’ayant ptis 
fur cet axe les parties AE , AF , troifiémes proportionnelles 
à AK , AB , & à AJ, & AB , (fçavoir AE du côté du point 
K , Ôc AF du côté du point /) on décrive du diamètre EF 
un cercle EGF : il eft évident , dis-je , que fi l’on tire d’u.i 
point quelconque M de la Seflion, deux tangentes MIV, MO, 
au cercle BNO, la ligne 07 V qui joint les points touchans étant 
prolongée , s’il eft neceflaire , touchera toujours l'autre cer- 
cle EGF . 



Corollaire II. Pour la Parabole. 

3<^4' Jl fuit encore de la refolution de ce Problème , que fi da 
Fio.ee foygj d’une Parabole IM dont l’axe JA a fon origine eo 7 , 
on décrit un cercle quelconque BNO -, & qu’ayant pris fur 
l’axe du côté de fon origine , la partie AF troifiénre propor- 
tionnelle à AJ, AB , on décrive un cqrclc AGF du diamètre 
AF i & qu’enfin l’on tire d’un point quelconque M de la Pa- 
rabole deux tangentes MN , MO , au cercle BNO : la ligne 
No qui joint les points touchans , étant prolongée , sll eft nc- 
ceftairc » touchera toujours le cercle AGF en un point G . 

Exemple X. 

NE figne droite indéfinie AP étant donnée fur un plan , 

Fic.cci.ccii. avec un point fixe F hors d’elle j trouver le lieu de tous les 
cciu. 

I 
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points M , dont la propriété foie telle qu’ayant mené de cha- 
cun de ces points une perpendiculaire MP fur AP, & au point 
F une ligne droite MF ; la raifon de MP à MF foit toujours 
la même , que celle de la donnée <1 à la donnw b . 

Ayant mené dii point donné F fur la ligne AP la perpendi- 
culaire FA, & du point M que l’on fuppofe être l’un des cher- 
chés , une parallèle M^^ AP , on nommera la donnée AF , 
c\ & les inconnues & indéterminées AP ^ x \ PM , y, qui 
font entr’ellcs un angle droit APM. Cela pofé, le triangl e rcc - 

tangle Aï^F donne liF' = ce — %cj yy) MQ^ 

{xx) f & à caufe de la condition marquée dans le Problème ^ 
on aura MP (yy ).~Mf’ (ce — 2cy -^yy h- xx) aa.bbi d’où 
( en multipliant les moyens & les extrêmes ) on tire cette é- 
quacioo a--yy — bbyy — xaacy H- aaxx -*■ aacc = 0 , dont il 
s’agit maintenant de confiruire le lieu . Pour en venir à bout , 
il faut diltinguer trois diflferens cas félon que a eft plus grand , 
moindre , ou égal à 

Premier cas. En divifant par aa — bb , on trouve cette 
quation yr — i^-y = 0 , dont le lieu 

eft une Ellipfe * que l’on conftruit en cette forte 



Art. J 14. 



ai J 

Soit prifo fur AF du côté de F, la partie AC = ! & F1C.CCI 

ayant mené par le point C une parallèle KH à AP , foient pri- 
fes fur cette ligne de part & d’autre du point C, les parties CH, 

CK , égales chacune à . Enfuite £R l’axe KH qui foit 

à Ton paramétré KL comme aa — W eft à ac, foit décrite une 
Ellipfe. Je dis qu’elle fera le lieu de l’équation precedente, & 
par confoquent de tous les points cherchés M. 

Car par la propriété de l’Ellipfe, KE x EH ou CH — CE 
(«‘-U — x;.). £Âf* KH.KLz 

aa , — bb . aa \ ce qui , en multipliant les extrêmes & les 
moyens , rend la même équation que ci-deftlis. 

Puifque CH - CB :: KH . KL :: aa — bè . aa , il s’enfuit 
que le demi-axe CB ou CD = ; & qu’ainfi DF ou DC 

CF = ^ & FF ou CF — CF = 

= 7^. Donc DF K FF = ^^=CH ; & partant le 

G g iij 
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*Urt. 3 î. point F eft * l’un des foyers de cette Ellipfe qui a pour grand 
axe la ligne BV . Ces remarques nous fournirent une conftruc- 
tion beaucoup plus flmple que la precedente : La voici . 

Soient prifos fur FA du côté de A la partie FB = , & 

du côté oppofé la partie FD = 7^. Ayant pris DG égal à BF , 
du côté de F ; foit décrite des foyers F, G , & de l'axe BD 
* une Ellipfe; il eft évident quelle fatisfera à la queftion . 

Second cas^ On aura dans ce cas yy ^ — rr~ xx 

. — = O, parce que a eft moindre que b. Le lieu de cet- 

te équation fora deux Hyperboles oppofées , que l’on pourra 
conftruire félon l’article 332. (Liv.7). Après avoir fait les' 
memes remarques, que dans le cas precedent, on trouvera 
cette conftruéfion . 

F1C.CCII. Soient prifos fur FA du côté du point A les parties FB = 
r^j •f'-D = rih- A)ant pris DG égal à BF du côté oppofé 
* Art. 76. au point F , /oient * décrites des foyers F , G , & du pre- 
mier axe BD , deux Hyperboles oppofées BM f DM . Elles 
feront le lieu de tous les points cherchés M. 

Troiftime cas . L’équation generale aayy — hhyy — xaaty 
•4- aaxx - 4 - aacc = 0 fe changeant en cette autre xx — xcy_ 
ce — 0 , parce que a = b ^ fon lieu eft une Parabole qu’il 
F1G.CCIII. eft facile de conftruire félon l’article 310. ( Liv. 7. ) mais on 
voit tout d’un coup & fans avoir befoin d’aucun calcul , que 
fl l’on décrit une Parabole qui ait pour direftrice la ligne AP , 
& pour foyer le point F , félon qu’il eft enfeigné dans la défi- 
nition première du premier Livre ; elle fora le lieu requis. 

Corollaire I. 

3 é é. Jl eft clair dans le premier cas, que CF ( iM 'u) (ir^) " 
C5 CA (i/l'tJ :: b. ai Sx. l’on trouve la même cho- 

fo dans le fécond cas ; ce qui donne lieu à ce Theorême. 

FiG.ee r. Si dans une Ellipfe ou deux Hyperboles oppofées qui ont 
ceil. pour centre le point C , pour foyers les deux points F , G , & 
pour premier axe la ligne BD , on prend CA troifieme propor- 
tionnelle à CF , CB, du côté du foyer F ; & qubn mene la 
droite indéfinie AP perpendiculaire fur BV : je dis que fi d un 
point quelconque M de la Seélion , l’on tire fur AP h perpen- 
diculaire MP, & au foyer F la droite MF ; la ralfon de MP 



Digitized by Google 



Des PROBLEMES INDE'TERMINE's. 2j^ 
à MF , fera toujours la mêms que du premier axe BD à la 
diftance FG des foyers . 

Dans les Corollaires fuivans cette ligne droite iodcfinic AP 
s’appellera Dire^rice à l’égard de ces deux Sedlionsi auffi-bien 
qu’à l’égard de la Parabole . D’ob l’on voit qu’il eft facile de 
décrire une Seétion conique qui ait pour foyer un point donné 
F, pour direélrice une ligne donnée de pofition AP , & qui 
paffe par un point donné M : car tirant au foyer F la ligne 
MF , & fur la dircftrice AP la perpendiculaire MP ^ & nom- 
mant les données MP , a ; MF , ^ ; il n’y aura qu’à décrire 
le lieu des points M tels que MP foit toujours à MF comme a 
efl à . 

Corollaire IL 

3<'7*S* l’on joint deux points quelconques M, W, d’une Seélioo Fic.cciv. 
conique , par une ligne droite qui rencontre la direélrice en 
Ci & que du foyer F , on tire les droites FM , FN , FC : 
je dis que la ligne FC coupe en deux parties égales l’angle 
NFH complément à deux droits de l’angle NFM , lorfque 
les points M , JV , tombent fur une Parabole , £llipfe , ou 
Hyperbole i & l’angle NFM, lorfqu’ils tombent fur deux 
Hyperboles oppofées. 

Car tirant les perpendiculaires MP, fur la dircélri- 

ce . & la ligne ND parallèle à MF , les triangles femblables 
MPC, N SIC, & MFC, NDC, donnent Nj^r.MC. 

NC :: MF . ND . Et partant MP . MF N^ ND . Or 
par la propriété de la Seâion conique qui a pour direétricc 
la ligne F CK & pour foyer le point F , on aura MP , MF :: 

N^. AZfTLæs lignes NF , feront donc égales entr’el- 
les i c’efl pourquoi dans le premier cas l’angle NDF ou CFH 
fera égal à l’angle CFN, & dans le fécond l’angle FDN ou 
CFM fera égal à l’angle CFN . Ce qu’il falloir prouver . 

Corollaire III. 

n.D ELA on voit comment on peut décrire une Parabole, El- Ficcciv. 
lipfc, ou Hyperbole qui pafle par trois points donnés M, N, 

O, qui ait pour foyer le point donné F. 

Soient menées par le foyer F , les droites FC , FE , qui 
divifent par le milieu les angles NFH , NFK , complcmens 
à deux droits des angles donnés MF N , OFN -, & par les 
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points C , £ , où elles rencontrent les lignes MN ^ ON , qui 
joignent les points donnés , foit tirée une ligne droite indéfinie 
CE . Soit décrite une Seàioo conique qui ait pour direélrice 
la ligne CE, pour foyer le point F, & qui pafiè par le point M: 
il ell clair félon le Corollaire precedent quelle paffera aufli 
par les deux autres points N , O. 



Corollaire IV. 

369. On tire encore du Corollaire fécond une manière de decri- 
F1C.CCV. re deux Hyperboles oppofées qui ayent pour foyer le point F; 

& dont l’une d’elles paffe par deux points donnés M , O , ôc 
l’autre par un point donné N . 

Soit menée par le point F la ligne FE qui divife par le mi- 
lieu l’angle HFO complément à deux droits de l’angle MFO 
formé par les droites FM, FO , tirées du point F aux deux 
points M , O , qui doivent fe tiouvcr dans la même Hyper- 
bole ; & foit encore menée par le même point F la ligne FC , 
• qui divife en deux parties égales l’angle MFN formé par les 
droites FM, FN, tirées du point F aux deux points M , Ni 
qui doivent tomber fur les deux Hyperboles oppofées . Par les 
points £ , C , où les lignes FE , FC , rencontrent les droites 
MO , MN , qui joignent les points donnés , foit tirée une ligne 
droite indéfinie £C . Soient enfin décrites deux Hyperboles 
oppofées , qui ayent pour foyer le point F , pour direftricc la 
Bgne £C , & dont l’une d’elles paffe par le point M: il cfl é- 
vident qu’elles fatisfont à la quefliôn. 

Corollaire V. 

370. J_jES mêmes chofes étant pofées que dans le Corollaire fc- 
FXC.CC1V. cond , il efl vifible que l’angle MFN différence de l’angle 

CFM & de fon complément à deux droits CFH ou CFN, di- 
minué à mefure que le point N approche du point M’, de for- 
te quil s’évanoüit tout-à-fait , lorfque le point iV tombe fur le 

r )int M. L’angle CFM fera donc égal alors à fon complément 
deux droits, & par confêquent il fera droit . Or comme la 
•U'm 88. ligne devient alors la tangence MT , puifqu’elle paffe * 
par deux points infiniment proches de la courbe j on voit naî- 
tre une maniéré generale & toute nouvelle de mener d’un 

point 
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point donné M fur une Seélion conique , une tangente MT , 
un foyer F avec Taxe qui pafle par ce foyer étant donnés. 

Car ayant trouvé la dircélrice comme il eft enlcignc dans 
le Cmollaire fécond , on mènera du point donné M au foyer 
F la droite MF, fur laquelle on tirera la perpendiculaire FT 
qui rencontre la dircflrice en T, par où & par le point don- 
né on tirera la tangente cherchée MT . 

Exemple XI. 

37>- T^EDX angles KAM, KBMt mobiles autour des points fi- 
xes B, étant donnés fur un plan , avec une ligne droite 
indéfinie FK qui ne paffe par aucun de ces points ; foit ima- 
giné le point de concours K des deux côtés BK , fo mou- 
voir le long de la droite FK, & foit propofé de trouver la 
nature de la ligne courbe que décrit dans ce mouvement le 
concours M des deux autres côtés AIM, BM, prolongés lorf 
qu’il eft ncccflàire de l’autre côté des points A, B. 

Sur AB, comme corde, je décris de l’autre côté du point 
M, un arc de cercle capable d’un angle B DA qui vaille qua- 
tre droits moins les deux angles donnés KAM f KBM i & a- 
ÿa'Ut achevé le cercle entier dont cet arc fait partie, il peut 
arriver que la droite indéfinie FK tombe toute entière au 
dehors de ce cercle, ou qu’elle pafle au dedans, ou enfin 
qu’elle le touche ce qui fait trois diffèrens cas que j’explique 
en particulier. 

Premier cas. Du centre C du cercle BDAE je mene fur 
FK, la perpendiculaire CF qui le rencontre aux points D ,E\ 
& je fois paflier par le point D ( plus proche de la ligne FK 
que l'autre point E ) les deux côtés DA, VB , des deux an- 
gles , égaux aux angles /f/4Ar, KBM, lefquels 

côtés étant prolongés vers P rencontrent la ligne FK , aux 
points G, H. Or par la conftruéhon l’angle BD A plus les 
deux angles DAP, DBJ^, vaut quatre droits; & comme le 
même angle BDA plus les deux angles VAB , DBA , vaut 
deux droits } il s’enfuit que les angles B AP , AB^, vallent 
deux droits , ôc qu’ainfi les lignes AP , B^, font parallèles 
entr’elles. Cela pofê. 

Soit mené du point K fur les deux côtés AD , BD , les 
perpendiculaires KS’, & des points >4 , M, fur les deux 
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autres côtés .8^, AP , les perpendiculaires AI , MP , qui 
rencontrent aux pdnts I, ^ Soient les données FE~a, 
FD = i, Bl = c, Al^d, FG = g , FHr=zè, DO 
= m, VH = » ; & les inconnues FK = x., AP — Xf PM 
= & à caufedes triangles rcftangles femblables, GDF^ 

GKR, on aura ces deux proportions ; GD (m) . GF (g) :: 
GK(z — g). GR = i^^. EtGD(fw). DF (i) :i CK 
(Z — g). KR = Or les triangles reftangles fembla- 

blesGDÎî, EDA, donnent auflî GD (m)- DF {b) :: ED 
(a — b). AD = — , & partant AD Dg ou AG 

_ .t - U ■». &AG-*-GR ou AR = 

= — parce que mm = bb •^•gg à caufe du triangle 
reftanglc DFG . Mais les triangles reftangles ARK , APM 
font femblable^ car retranchant des angles égaux K AM, VAP 
le même angle K AP, les reftes KAR , P AM feront égaux ; 
& par confluent AR RK :: AP (x). PM 

(ji) , d’où l’on tire ^ 

Maintenant les triangles rcQaogles femblables HDF, HKS 
donnent HS = *1:^ ^ KS = » & If s triangles redlan- 

gles femblables HFD, EBD, donnent DH (») . DF (b):: 
DE (a — b). DB=^-=^. Et partant BD -H DH ou BH 
= , Sa BH — HS ovL BS = «t - *»_ 

= “’ü- *■ » parce que tm = bb bb"^ caufe du triangle rec* 
tangle VF H. Or les triangles reCkangles BSK , , font 

femblables; car retranchant des angles égaux VB^l, KBM, 
le même angle DBM, les reftes K BS, MB^, feront égaux i 
& par confluent BS SK =• (x —c). 

D’oîi l’on tire . 



Comparant cette demiere valeur de z avec la précédente , 
multipliant en croix , en faifant pour abréger gH (g^** b ) 
= f, on arrive enfin en divifant par abf a cette équation. 



yy ^ dy ^ 

hc_ 

T 



^,xx 



U 

— 



0 . 



dont le lieu que l’on pourra confiruire félon l’article 324. 
(Liv.7.) fera une Ellipfe, parce que le terme jxx fera tou- 
jours précédé dans ce premier cas du figne -t- , en quelque fi- 
Xuation que fe puiftent trouver les points A, B, K, 
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Second car. Après avoir nommé les lignes par les memes Fw-CCVIl. 
letcrcs que dans le premier cas , & £iic les mêmes raifonae- 
mens ; on arrivera à cette équation. 

^ — 0 . 

ir W 

— T* r 

^ \ * S-" ■ 

3 ui ne diffère de la precedente que dans quefquet lignes , & 

ont le lieu que Ton pourra conffruire félon l’article 332. 

( Liv.j. ) fera toujours deux Hyperboles oppofées , parce que 
Je terme ^xx fera toujours précédé du ligne < — dans ce fécond 
cas. 

Comme le plan xjf ne fe rencontre point dans les deux équa^' 
rions precedentes , & que l’angle A PM eft droit ; on connoît 
d’abord que l'un des axes de l’Ellipfe dans le premier cas , & 
des Hyperboles oppofées dans le fécond doit être parallèle aux 
lignes AP , ; & qu^il a avec Ibn paramétré la même rai- 

fon que EF (a) à FD (i), parce que la fraélion 7 qui multi- 
plie le quarré xx exprime ce rapport. 

Lorfque le point K en parcourant la ligne indéfinie KF arri- 
ve au point O où cette ligne rencontre la circonférence , il eft 
cktr que les côtés AM , BM f qui décrivent par leur point de 
concours M l’Hyperbole B AM deviennent parallèles entr’çux; 
qu’ils fe coupent vers le côté oppofé , pendant que le point JC 
parcourt la panie OL de la ligne ICF renfermée dans la cir- 
conférence ; qu’ils deviennent encore parallèles , lorfque le 
point K tombe en L, après quoi ils fe rencontrent de nouveau 
vers le même côté . D’oii l’on voit que le point M décrit l’Hy- 
perbole B AM , pendant que le point K parcourt les deux par- 
ties indéfinies de la droite KF qui tombent de part & d’autre 
de la circonférence > & qu’il décrit fon oppofee , pendant que 
le point K parcourt la partie OL renfermée dans la circonfé- 
rence. 

Troifiéme cas. Comme dans ce troifiémecas la droite indé- Fic CCViii. 
finie FK touche la circonférence du cercle BDAE en quelque 
point F , il eft clair que le point D des deux autres cas fe con- 
fond ici avec le point F , & qu’ainfi les triangles DFG, DFH, 
s’évanoiiifTcnt : c’eft pourquoi on fe fervira en leur place des 
triangles DAE , PB£ , de la maniéré qui fuit. 

Soient les données AE ^a,EB=: b EF = m, AF =g| 

Hh ij 
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BF==h t Bl— c , AI = d \ &c\&s inconnues FK = , 
AP = x y PM —y . Les triangles rcfikanglcs FKR , EF A 
font femblabics ; car l’angle KFR ou fon oppoft au fommet 
TFA fait par la tangente FT & la corde FA , a pour mefu- 
re la moitié de l’arc AF ; de même que l’angle FEA : Et par- 
tant FE (m)* ^A {a) :: KF (pO. FR = -^. Et EF (m) . FA 
(g) FK iz) - '^R = Or les triangles rcftangles fcmbla- 
bles ARK ;• AP AI , donnent AR ou AF ^ FR ( ) . RK 

( ) :: AP (x) . PM {j)\ d’où l’on tire z = • On trou- 

vera de même , à caufe des triangles rcélangles femblablei 
EFB , FKS , que FS = ■— , & & à caufc des 

triangles rc6tangles fëmblables BSK , , que BS ou BF 

^FSC-^^). SK(^)::BI^ix-^(). HM{y^d)-y CC 
qui donne = ■■ ■■ , 

Comparant ces deux valeurs de z > multipliant en croix , & 
mettant par ordre les termes, on trouve cette équation jy» dy 

— Â hi^ Tiy ~~ » = 0 , dont le lieu fera toujours une Pa- 

rabcàc que l’on peut conftruire félon l’article jio. (Liv.y. ) & 
qui aura fon axe parallèle aux droites AP , BQ^ 

Il eft donc évident i*. Que le fieu de tous les points cber^ 
chés M fera toujours une Scéïion conique , dont l’axe ou 1’™* 
des axes (cra parallèle aux figncs AP , BQ^ ; & en particulier 
qu’il fera une EHipfe dans le premier cas , deux Hyperboles 
oppofifes dans le fécond , & une Parabole dans le troilléme ; 
& que dans le premier & le fécond cas , l’axe qui efl parallè- 
le à AP , aura avec fon paramétré , la même raifon que EP 
à FD. Que dans le premier & le troifiéme cas les deux 
points fixes A , B y autour defquels tournent les angles mobi- 
les KAM , KBM tomberont toujours du même côté de la li- 
gne FK , au fieu que dans le fécond ils peuvent tomber non 
feulement du mîme côté de cette ligne , mais encore de parc 
& d’autre } parce que la circonférence du cercle ADBE fur 
laquelle ils font fitués ^ efl coupée alors en deux portions par 
la ligne FK. 

R E M A R <^U E i. 

3 7^' i“. Î_Jne ligne quelconque qui paflè par l’un des points û- 
ccviiCCvin AM, étant donnée, on pourra toaioinx 

‘ trouver fur cette ligne le point M où elle rencontre la Se^ion 
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qui cft le lieu requis , ert cette forte . Ayant mené la droite 
AK qui faffc avec AM l'angle MAK égal à l’angle donné qui 
doit tourner autour du point fixe A , on mènera du point K 
où elle rencontre la droite FK , par le point fixe B , l’angle 
KBM égal à l’autre angle donné, qui doit tourner autour de 
l'autre point fixe B > & le point M où le côté BM de cet an- 
gle renconfre la ligne AM, fera celui qu’on cherche, z*. Lorf- 
que 1 « point K en parcourant la ligne FK , fo trouve telle- 
ment fitué que le côté AM de l’angle K AM tombe fur la li- 
gne AB > il cfl vifible que le point de concours M des deux 
côtés AM, BM, tombe alors fur le point B , & qu’ainfi le 
lieu des points M pafTe par le point fixe B ; on prouvera de 
même qu’il pafife par le point A. 

De-là on voit que pour décrire la Seâion conique qui efl 
le lieu des points cherchés M, fans avoir befoin des équations 
precedentes , il n’y a qu’à mener comme dans l’exemple les 
droites AP , Al ; fur lefquelles ayant trouvé , félon cette re- 
marque , les points où elles rencontrent la Seâion , ÔC ache- 
vé le re^ngle qui a pour côtés ces deux lignes , il n’y aura 
qu’à décrire * autour de ce reélangle , rEllipfc ou les deux 
Hyperboles oppofées ( félon que FK tombe au dehors ou au 
dedans du ccrdc ) , dont l’axe qui efl parallèle à AP foit à 
Mu>u fon conjugué, comme Utquarré de £F efl à» quarté de DF. 

Si la Sedlion cfl une Parabole ( ce qui arrive lorfque la ligne 
fé, nu/ touche le cercle BDA ) > on trouvera fur la ligne AI le 
point où elle rencontre la &6lion, & on décrira félon l’arti- 
cle 170. (Liv.4.j une Parabole quipaflé par ce point, &par 
les deux autres donnés A, B, & dont les diamètres foient 
parallèles aux lignes AP , B.Q . 



FigCCVL 



* Art. 176, 

& 178. 
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Fie. ccviir. 



R E M A R Q^U Ë II. 

iORSque ie point /f en parcourant la ligne FK efl telle- Fic.ccix. 
ment fitué que le côté AM de l’angle KAM tombe far*AB , 
il cfl clair non-feulement que le point M tombe en B ; mais 
auffi que le côté BM de l’angle KBM devient tangente ^ en *Art. 188. 
B de la ligne courbe qui efl le lieu du point M , puifque le 
point M peut être regardé alors comme étant infiniment près 
du point S. D’où il fuit que pour mener une tangente de ce 
lieu en B, il n’y a qu’à mener par le point A une ligne droi- 

Hh iij 
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te qui faiïe avec B A un angle BAC égal à l’angle donné 
K AM, & tirer enfuire une ligne BD, qui faffe avec BC l’an- 
glc CBD égal à l’autre angle donné KBMy car le côté BM 
de cet angle , qui devient BD, touchera la Sedlion en . Il 
en eft de même de l’autre point fixe A . 

De-là on tire encore une maniéré très-&cile de décrire la 
Scélion conique qui eft le lieu de tous les points Af fans avoir 
befoin des équations precedentes , ni même d’aucun calcul . 

Ayant mené par le point fixe £ une tangente BD, & par l’au- 
tre point fixe A une parallèle AE à cette tangente , on trouve- 
ra * fur cette ligne le point £ où elle rencontre la Sedlion , & 
l’ayant divifée par le milieu en H on tirera £H , fur laquelle 
on cherchera * aulfi le point G où elle rencontre la Scélion . 

Cela fait, on décrira * du diamètre BG & de l’ordonnée HA 
ouH£, une Seélion conique , qui fera celle qu’on demande . 

Car il eft vifible que la ligne BG qui divife par le milieu en H 
la ligne AE terminée par la Seélion & parallèle à la tangente 
en B, en fera un diamètre qui aura pour ordonnée la ligne AH. 

Où l’on doit remarquer que lorfque le point H tombe entre 
les points B, G , la &élion eft une Ellipfe ; que lorfqu’H tora-' 
bc de part ou d’autre de ces deux points, ce font deux Hyper- 
boles oppofées ; & qu’enfin lorfque la ligne BG eft inlioie , la 
Seélion eft une Pàrabole, «• 

Corollaire I, v. 

exemple nous fournit le moyen de foire paflér par qua- 
tre points donnés A , B , H, M , une Seélion conique d’une 
efpece déterminée , 

Car I*. Soit la Seélion conique une Ellipfe , dont le grand 
axe foit à fon paramétré, en la raifon donnée de a à b. Je for- 
me le triangle ABH , en joignant trois des points donnés par 
des lignes droites j & du quatrième point Af , je fois pafler par 
les ppints A, B ,les angles MAK , MBX , égaux aux angles 
G AH , RB A , compléments à deux droits des angles H AB , 

NBA. Je décris fur AB comme corde de l’autre côté du point 
M un arc de cercle BDA capable d’un angle qui vaille quatre 
droits moins les deux angles KAM , KBM \ & du centre C 
de cet arc , je décris un autre cercle dont le rayon CF foit au 
rayon CD du premier , comme a h tü.ï a - — & ;&du 
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point de concours K des deux côtés AK , BK , des angles 
MAK , MBK , je tire une tangente KF à ce dernier cerdc . 
Maintenant je dis que fi l’on fait mouvoir Je point K le long de 
la droite indéfinie FK ; le point de concours M des deux au- 
tres côte's AM , FM, prolongés lorfquM fera necefTaire de 
l’autre côté des points A, S, décrira dans ce mouvement l’El- 
lipfc qu’on demande. Car il eft évident félon ce qu’on a dit 
dans le premier cas de l’exemple , que le lieu des points M fe- 
ra une Ellipfê , dont le grand axe fera à Ton paramétré com- 
me (4) à DF (b) ; & de plus qu’elle paflèra parles points 
A, M, B, H, puifque le point ^ étant en G, le côté AM 
tombera fur \c coté B Minx BR. 

2®. Lorique c’eft une Hyperbole ou deux Hyperboles op- 
pofées qu’il eft queflion de décrire par quatre points donnés 
Af B, B, M, & dont le grand axe fbit à fen paramétré en 
la raifon donnée de a 2 h. i la conflriuîUon demeure la même j 
excepté que le rayon CF du cercle concentrique , au cercle 
BDAE f doit être au rayon CP , comme a — i eftà<i-*-^. 

3°. Lorfqull s’agit de décrire une Parabole par quatre points 
donnés^. B, H, M. Ayant décrit comme dans le premier 
cas le cercle BDAE , on mènera du point de concours K une 
tangente à ce cercle , qui fera la droite indéfinie fur laquelle 
filant mouvoir !c point K , l’autre point de concours M dé- 
crira la Parabole qu’on demande . 

Comme l’on peut mener d’un même point deux tangentes 
à un cercle , il s’enfuit qu’on peut déaire deux différentes 
Seélions coniques qui fatisfont également Jorfquc le Problème 
efl poffible 3 car lorfque le point K tombe au dedans du cercle 
qui a pour rayon CF , il eff vifible que le Problème eff impof- 
ffble. 

On pourra décrire la SeSion conique par le moyen de fes 
axes en fe Servant de l’article jyz. ou par le moyen d’un de fes 
diamètres & d’une ordonnée à ce diamètre , en fe fervant de 
l’article 373. 

Corollaire II. 

37 J* tire encore de cet exemple, une nouvelle maniéré de Fio.ccxl 
décrire une Seélion conique qui paffe par cinq points donnés 
A» éf, M, N. Car ayant joint trois quelconques de ces 
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points B y H y par des lignes droites , on fera paffer par les 
autres points M y N y & par le? deux points fixes A , B y les 
angles MAK , NAS , égaux chacun à l'angle HAG complc- 
ment à deux droits de l’angle HA3 , & les angles MBK , NBS 
égaux chacun à l'angle ABR complément à deux droits de 
l’angle yîBH; & on tirera par les points de concours /C , J, 
une ligne droite indéfinie S K y fur laquelle fàifant mouvoir 
le point K y il efi clair que le point de concours M décrira 
dans ce mouvement la Seâion conique qu'on demande ; puil^ 
qu’elle pafifera par les cinq points donnés A y By H y My N. 
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De la conJhruSîion des Egalités. 

PROPOSITION I. 



Problème. 



ST nu IRE toute égalité donnée , dans 
f //f l'inconnu'é ne fe trouve qu'au premier 

A premier lieu l’inconnue x égale à 

une ou à plufieurs fraéHons fimplcs , telles 

■Ayant lait c. 

' :: a. 1, il eft clair que cette quatrième proportionnelle 1= ^ 



ou à I» , ou à » , &c, feîon que x fera égale à , ou à , 
ou à -/fg- &c. Or il eft vifiblc qu’en augmentant le nombre 
des pro^rtions , autant qu'il fera neceflaire , on trouvera tou« 
fours une ligne droite égale à une fraébon ftmple donnée , tel 
que puiflè être le nombre des dimenfions de fon numérateur . 
D’où l’on voit que l’on pourra toujours trouver une ligne x é- 
gale à une quantité compofée de pIuHeurs fraélions ftmples ; 
car ayant trouvé en particulier des lignes droites égales à cha- 
cune de ces fraéHons, il n’y aura qu’à les ajouter , ou retran- 
cher félon qu’il fera marqué par les lignes & — . Qu“il fail- 
le , par exemple , trouver une ligne x = 4 St — 

, on ajoutera les deux lignes A=-iJ^&/z=^àkU. 

n 
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gne a pour en compofer une feule , de laquelle ayant retran- 
ché la ligne « = le refte fera la valeur cherchée de 

l’inconnue jf, c’eft à dire qu’on aura x = a Jb J tn. 

Soit en fécond lieu Tinconnua x égale à une ou à pluficui» 
irâélions cowpofccs^ ccft à dire, dont les dénominateurs ayent 
plufieurs termes. On cherchera d’abord, comme l’on vient 
d’enfeigner ci^eflus , une ligne égale au dénominateur divifé 
par une ligne arbitraire , lorfque chacun de les termes n’a que 
deux dimenlïons, par un plan lorlqu’jls en ont trois , par un 
folidc lorfqu’ils en ont quatre , &c } ce qui réunira tous les ter- 
mes du dénominateur en un feu!, lequel étant fubftitué en 
leur place , changera la fraélion compofee en une ou en plu- 
ficurs /impies félon que le numérateur eft compolé d'un ou de 
\ plufieurs termes ; & ayant trouvé comme ci-de/Tus une ligne 
qui leur foit égale , elle fera celle qu’on cherche . Ceci s’éclair- 
cira par les exemples qui fuivent. 

On demande une ligne at = , je cherche d’abord 

une ligne c’eft à dire égale au dénominateur 

divifé par la ligne a i ce qui donne bb h- af=i am 

& ayant trouvé enfuite une fi gne «= _i£Lr±l__ r» iüî 

il eft clair que la ligne cherchée a? = « . De même fi l'on dé* 
mandeit une ligne x = on trouverait une ligne 

^ ^ au dénominateur aaf 

•*- cef bff divifé par le plan af 5 ce qui donne afm — aaf 

cef .4- bfff & enfuite une autre ligne = *’* ^ 

^ ^ = x. II en eft ainfi de tous les autres 

exemples que chacun fe peut former à plaifir . 

Il eft inutile d’avertir que fi 1 on demandoit une ligne x éga- 
le a une ou à plufieurs fraélions tant fimples que compofées; il 
faudrait chercher en particulier des lignes égales à chacune de 
ces fraélions pour les ajouter enfuite ou les retrancher les 
unes des autres , félon que les lignes ou — le féroient coo- 
noître. 

Corollaire I. 

^ JL^ ^ 5 '^® P®*' moyen de cette Propofition de trouver i*. 
Une fraftion fimple 7 ou 7 , dont le dénominateur ou le nu- 
mérateur a fbit donné , égale à une ou à plufieurs frayions 
fimples ou compofées} car il n'y aura qu’à trouver une ligne x 
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égale à la ligne a multipliée ou divifée par ces fraélions. Qu’il 
faille trouver par exemple, une fraébon * = 
eft vifible qu’il n’y aura qu’à trouver une ligne x — 

a*- Un plan ax , dont Tun des côtés a eft donné , égal 
à un ou à plufleurs plans fi compofe qu’ils puiflènt être ; car il 
ne faut pour cela que trouver une ligne x égale à tous ces 
plans divifés par a. 3°. Un folide aax ou abx , dont deux des 
’ côtés a, a, ou a, font donnés , égal à plufieurs fblides ; 
puifqu’il ne faut pour cela que trouver une ligne égale à tous 
ces folides divifés pas le quarré aa ou par le plan ai . 4*. Un 
furfolide a^x ou aîcx dont trois côtés a, a, a ^ ou a, h, c, 
font donnés , ^al à plufieurs furfolides ; puifqu’il ne &ut en<> 
core pour cela que trouver une ligne x égale à tous ces furfoli- 
des divifés par le cube à> ou par le folide aie. £t il en eft de 
même de plufieurs produits de cinq dimenfions, defîx &c. 
que l’on peut toujourc redutre ca un Ccul dont tous les CÔCÀ , 
excepté un , fbient donnés , 

Corollaire II. 

57*' T^e-lA on voit que pour trouver un quarré égal à plufieurs 
plans donnés, il les faut reünir tous en un feul , & trouver 
Cnfuitc une moj enne proportionnelle entre fes deux côtés ; 
car H eft clair qu'elle fera le côté du quarré qu’on demande . 
Qu’il faille, par exemple^ trouver un quarré xx = ss — 
~ y* ( les lignes a, b, e, f, f, b, /, font données) ,je 

cherche une ligne m=^ ^ pour avoir un plan 

trti = s$ — • ^ ayant trouvé une moyenne pro- 

portionnelle X entre les deux côtés e, M, du plan entf il eft 
clair que xx = em ss — . 

Pour trouver une ligne ar dont le quarré x^ foit égal à plu* 
fleurs furfolides donnés ; je cherche , comme ci-deflus , un 
quarré xx égal à tous les furfolides donnés divifés parlequar* 
ré aa donné ou pris à volonté . Je prends enfuite une moyen- 
ne proportionnelle x entre les deux lignes a ôc x. , & je dis 
qu’elle fera celle qu’on demande} car = 4^ , & , en quar- 
rant chaque membre, x* = aa^z , c’eft à dire x* égal à tous 
les furfolides donnes. 

li ij 
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, R E M A R Q_U E. 

3 7 1 >. ^^UOIQUE la méthode que l'on vient d’expliquer foit gene- 
rale pour cous les cas pofîibles , il ne s'enfuit pas neanmoins 
qu’elle foit toujours la plus fimple. C'efl purquoi je vais dotw 
ner ici des exemples particuliers que l’on reloud d'une ma- 
niéré plus ai/ee en s’écartant un pu de la méthode generale ^ 
ôc qui purront fervir de méthode pur tous les cas fembla- 
bles. 



I®. Soit X = Je cherche d’abord une ligne m = 

& fubflituant à la place de ab fa valeur cm , je trouve 
a, _ J d’oîs je connois qu’en faifant 

C’^m. c — »»::>».», j’ai cette quatrième proprtionnelle 
tt = x . 11 cft donc vifible qu’on n’a eu befoin que de deux 
proportions pur trouver la valeur de at, au lieu que fi l’on 
tente la méthode generale , on uuuvera qu'il en faut au moins 
trois . 



a®. Soit X = y/aa bb.)t fais un triangle rcélangle , dont 
l’un des côtés — a ,ô(. l’autre = ^ ; & fon hypot hfnufe fera 
la valeur de x. S’il falloir trouver une ligne x = y^aa — bb‘) 
il n’y auroit qu^ trouver une moyenne proprtionnelle x entre 
les deux lignes a^b &L a — h\ car fbn quarre xx doit être 
égal au produit des extrêmes aa — 'bb . Ou bien je fais un 
triangle reéhngle donc l'hypthenufe — a,ÔC l'un des côtés 
= & i & l’autre côté fera la valeur de x . 

3 ®.'Soit xx=i:.n4‘ ^ee . Je prends l’hypthenufe 

m d’un triangle reâangie dont l’un des côtés =: r, & l’autre 
= ae , & ayant trouvé une autre ligne « = , j’ai xx = 

mm — nn 8c X = ,/mm — nn que je refeus comme je viens 
de faire x =£ ’^aa — bb dans l'exemple prccedcnr . 

4 ®. Soit enfin xxi=:t s$ — Je prends une moyen- 

ne proportionnelle entre les côtés <*,/, du plan af, pour avoir 
nn quarré il ze=:af, jc trouve cnfüite un quarré mm—bb^ll, 
& un autre quarré «» =i= te 4- bb pat le moyen de deux 
triangles reâangles , comme dans le fécond exemple , & j’ai 
par la fubflitütion t±s // — • ; & trouvant enfin une 

ligne g:x= ^ il vient x == y';; . — gg que Ton refoud com- 
me ci-defTiis .• ' 



1 
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PROPOSITION II. 

Problème . 

3S0. 7 * mOUVER le {racines de toutes fortes et Egalité s du fécond 
degré . 

Toutes les Egalités du fécond degré Ce peuvent rédi^ à 
l’une de ces deux formes, xx ^ax — bb-=.o^ ou xx '^ ax 

= 0} en trouvant une ligne a * égale à toutes les quan- 3 ?<»• 
tires connues qui multipliect l’inconnue x, & un quatre bb ^ 378. 

égal à tous les plans entièrement connus. Cela pofé. 

I®. Soit XX ^ ax — bb = o.Je forme un angle droit CAB h<;.ccxil. 
dont l’un des côtés CA = , & l’autre côté AB — b-y'Sc 

ayant mené l’hypothenufc BC prolongée au de-là de C , je dé- 
cris du centre C & du rayon CA , un cercle qui coupe BC en 
deux points £ , D . Je dis que les droites BD , BE , font les 
deux racines dc.l’égalité propofée xx ^ax — bb : fçavoir BE 
la racine vraie, & BD lafaulfe de l’égalité xx-^ax — bb — 0, 

& au contraire BD la vraie & BE la fauffe de l’égalité xx 

— ax — bb = 0 . 

Car faifant BE = x, on aura BD ou BE ED = a -4- x ; 

& li l'on fait BD = — x, on trouvera BE ou BD — ED = 

— X — a. Dune en l'un » 5 c l’autre cas DB x BE — xx ax 

= AB ibb) par la propriété du cercle , c’eft à dira xx -+• ax 

— hb = o. Au contraire fi l’on fait BD = x, ou BE = — x, 
on trouvera DB x ££ = xx — <*x = éfr ou xx — ax — hb 
= 0 . 

2*. Soit XX C^ax •^hh—o. Je forme comme dans le pre- Fig.cgxih. 
mier cas , un angle droit CAB dont l’un des côtés C A~ 

& l’autre Ab — b\ 6 c ayant mené une droite indéfinie BD 
parallèle à AC , je décris du centre C & du rayon CA un arc 
de cercle qui coupe la ligne BD aux points £ , D . Je dis que 
les droites £fî , BD , font les racines de l’égalité propofée xx 

ax hb ^=1 0 fçavoir les deux vraies de l’égalité xx — ax 
•‘r Ib =0, & les deux fàufies de l’égalité xx •^ax •^bh =o. 

Car achevant la demi-circonférence AEDH , & menant les 
parallèles EF, DG à A3 ; on aura en faifanr BE ou AF = Xy 
le reélangle AF x FH= ax — xx — FE {bb) par la pro- 

li iij ‘ 
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pricté du cercle . De même fi l’on fait BD ou AG = r , on 
aura AG x GH = ax — xx = Gû {bb) : c’eft à dire en 
l'un & l’autre cas xx — ax -^hb ■= o. Si l’on veut que BE 
ou AF = — a:, & BD ou AG = — a?, on trouvera AF x 
FH & AG X GH=. — XX — <»x = FE ou CD (bb) c’eft 
à dire xx ax bb — o . 

Si le cercle qui a pour centre le point € , & pour rayon la 
droite CA, ne coupe ni ne touche la parallèle BD , ( ce qui 
arrive toujours lorfque AB furpafte CA ) ; les racines de l’é- 
galitê feront toutes deux imaginaires : mais s’il la touche en 
un point, les deux racines iSE, BD, deviennent égales cha^ 
cane au rayon Cyf, 

R E M A R (^ü E. 

3 ^ J_jORSQ^E dans une égalité l’inconnue ne fe rencontre qu’au 
quatrième ôc au fécond degré, on peut toujours réduire cet- 
te égalité en une autre oh l’inconnue ne monte qu’au fécond ' 
degré ; de maniéré que ces fortes d’égalités ne paflènc que 
, pour être du fécond degré. 

Fie, ccxiv. Soit par exemple z* — — ^^bb = o. Je fuppofe 

une inconnue x qui foit telle que fon reitangle par la donnée 
a foit égal au quarré ZK > ce qui donne ax = ZZ- Et met- 
tant à la place de zz cette valeur ax, & à la place de z* fon 
quarré aaxx, je change l’égalité donnée z* — a^Z 
= 0 en cette autre xx — ax — bb= o, oh l’inconnue x 
ne monte qu’au fécond degré. J’en cherche les racines*, com- 
me l’on vient d’enfeigner,. & prenant des moyennes propor- 
tionnelles entre la donnée a & les valeurs de fes racines , je 
dis qu elles exprimeront les valeurs cherches de rmeonnuë:?;? 
ce qui eft évident, puifqiie ZZ = • 

PROPOSITION IIL 
Problème . 

3^3* y * ROUVER par une autre voye les racine f det égalités d» 
Jecond degré y fans tfuil [oit neceffaire de changer leur dernier 
terme en un quarré. 

Fic.ccxv. 1 “. Soit ax — bc = 0 . Ayant décrit un cercle quei- 
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conque dont le diamètre neibit pas moindre que les 

données a Si. b — £ (je fuppofe ici que b /urpaflè c) i on inf- 
crira dans ce cercle^ à commencer par un de fes points quel- 
conques A , deux cordes AB = ji, AD = i — c : & ayant 
prolongé AD en F en forte que DF = c, on décrira de fon 
centre C, & du rayon CF, un autre cercle concentrique qui 
coupe aux points F , E , G , H, ks cordes AD^ AB prolon- 
gées. Je dis que AG efl la vraie racine, ôc AH la fâulïe de 
régalitc XX ax — bc z=. 0 i Si qu’au contraire AG eft la 
faullè, & AH eft la vraie racine de xat — ^x — éc = 0. 

Car AF ou AD DF = b, VF ou AE = c,Sc faifant 
AG ou BH— X, on aura AH = 4 x. Or par la proprié- 
té du cercle EGFH, le rcélangle £^4 x AF (bc) ■= GA x 
Ah (xx ^ ax). Si l’on fait à prefent AH = — x , on au- 
ra AG ou SH ou AH — AB = — x — a , ÔC par confe- 
quent G A x AH = xx^ax comme auparavant. Donc foit 
que l'on fafle AG = x ou AH = — x, on trouvera tou- 
jours XX ^ ax — bc — 0 . On prouvera de meme que AG 
eft la racine fauftè, & AH la vraie de légalité xx — ax • — 
bc — 0 . 

a'. Soit xx^ ax-*- bc = 0. Ayant décrit un cercle quel- 
conque ABD , dont le diamètre ne foit pas moindre que les 
données aSc h-^ c , on inferira dans ce cercle , à commen- 
cer par un de fes points quelconques Aj deux cordes AB =/», 
AV z= b c: ôc ayant pris fur AD la partie DF z= c , ou 
décrira de fon centre C & du izyon CF un autre cercle con- 
centrique qui coupera les cordes AV , AB , aux points F, £, 
C, H. Je dis que AG Sc AH font les deux racines vraies de 
l’^alité XX — - ax bc = 0, ÔC les deux fauftès de xx 
MX ^ bc =. 0. Cela Ce démontré de même que dans le pre- 
mier cas. _ 

Si le cercle qui a pour rayon CF ne touchoit ni ne rcncon- 
troit la ligne AB en aucun point, il s’enfuivroit que les deux 
racines de l’égalité feroient imaginaires . 

Avertissement. 

Tout l’artifice dont je me fers pour conftruire les égalités 
qui n’ont qu’une inconnue, ou pour trouver les racines, cor», 
fifte à introduire dans cette égalité une nouvelle inconnue , 



Fic.CCXVI. 
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en forte qu’on en puiflè tirer, plufieuts équations qui renferi 
ment chacune les deux inconnues & qui foient telles que deux 
quelconques de ces équations renferment enfemble toutes les 
quantités connues de la propofée; car autrement en faifant 
êvanoüir Hnconnue nouvellement introduite , on ne retrouve* 
roic pas l’égalité propofée . Je choifîs enfuite entre ces équa« 
tions deux des plus Amples, & en ayant conflruit feparément 
les lieux , leurs points d’interfeétions me donnent les racines 

? [ue je cherche . 11 y a de l'art à introduire Imconnuê ; car il 
aut que les lieux que l’on tire de la propofée , foient les plus 
Amples qu’il fe puiffe : par exemple , A légalité eft du qua- 
trième degré , il faut que les lieux des équations qu'on tire ne 
pafTent point le fécond degré ; que parmi ces lieux il y ait tou- 
jours un cercle comme étant le plus Ample , & auffi une Pa- 
rabole , une Hyperbole équilatere &c. ür c’eft ce que fai tâ- 
ché d’executer dans les Lemmes & les PropoAtions qui fui- 
vent. 

LEMME FONDAMENTAL. 

Pour la con^ruSiion des Egalités du tro'sfiéme & du ^uatriésHi 
degré , par ie moyen d'un cercle ^ Û d une Parabole 
donnde . 

• Soit propofée légalité x* zBx* aexx — aadx — a^f~ 
r= 0 , dans laquelle x eft l’inconnue , 6c. a, b, c , d ,f, font 
les données , & foit fuppofée une autre inconnuê y telle que 
fon reélangle par la connue a , foit égal au reéVangle de x i 
par X. Ce qui donne les équations fuivantes . 

I®. ay = xx^^tx, de laquelle quarrant chaque membre,' 
on trouve x“* zbx^ bbxx = aayy ; & mettant à la place 
de x‘^ 2^'*’ , fa valeur aayy — bbxx dans l'égalité propofée 

X* &c. on la changera en cette fécondé équation . 

z*,jy ^ XX ^ XX — dx — <*/= ® laquelle 

mettant à la place de xx fa valeur ay — bx trouvée par le 
moyen de la première équation , i®. Dans ■ — Oans 

^xx. 3 °. Dans ~xx •^^xx, on arrivera à ces trois diffè- 

rentes équations. 

3*yy — — 4/= 0. 

— -^xx cy ^-{-x — dx — af =.o. 

Ÿ yy •^ry ^y -H ~x — dx — af=o. Si 

l’on 
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Fon retranche de cette cinquième équation , la première xx -t- 

ix 47 = 0 , & qu’enfuite on la lui ajoute, on aura ces deux 

autres. 



6*. yj ^7 <37 — XX — bx 

— af = o. ^ ^ 

7*. yy*“cy —y — 47 •+• xx bx — ~ x - 4 - -^x — Jx 

• — O. 

Maintenant fi l’on prend pour les inconnues x Sa y deux li- 
gnes droites AP , FM , qui falTent cntr’ellcs un angle quelcon- 
que APM ; il cft évident que le lieu de la première équation 
cft * une Parabole: que celui de la fécondé peut être une Pa- 
rabole, une Ellipfe, ou une Hyperbole félon que bb eft égal , 
moindre, ou plus grand que ac > que celui de la troifiéme cft 
une Ellipfe , qui devient un cercle * lorlquc c — a Sa que 
Fangle APMe(\. droit : que celui de la quatrième eft une Hy- 
perbole , qui devient équilatere * lorfquc h = at que celui 
de la cinquième eft encore une Parabole: que celui de la fixié- 
me cft une Hyperbole équilatere : Sa enfin que le lieu de la 
fêptictne eft un cercle lorfque l’angle ApM eft droit . 



R E M A R Q^ü E I. 

3 8 4* S ’IL y avoir — ibxP dans l’égalité propofée au lieu de 
ibx ^ , il fàudroit changer dans toutes les équations les fignes 
des termes où b fe rencontre avec une dimenfion impaire; & 
fi le Iccond terme manquoit , il fàudroit effàccr tous les ter- 
mes où b fe trouve . Il en eft de même à l’égard des autres 
termes de l’égalité propofée par rapport aux lettres, c y d,fy 
qu’ils renferment . Mais l’on doit remarquer que dans tous- 
ks diftêrens changemens qui peuvent arriver, le lieu de la 

Ï remierc équation fera une Parabole, celui de la fixiéme une 
lyperbole équilatere , Sa enfin celui de la derniere toujours 
un cercle lorfque l’angle APM eft droite 



Remarque II. 

3lj.O« a choifi pour première équation xx bx = ay , plû- 
tôt que XX — bx = ay ou fimplcmcnt xx ■=. ay\ parce 
qu’en quarrant chaque membre de cette équation , les deux 
pcemiers termes' du premier membre font les mêmes que les 

Kk 



* Art. } I O, 



* Art . } 18. 
& Ji». 

* Art . lis . 
& }}< i . 
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deux premiers termes de l'égalice propoféc at* 

Sc qu’ainfi on peut les faire evanoüir tout d’un coup. Ce 
qui donne une nouvelle équation dont le lieu n’eft que du 
fécond degré , & qui étant combinée en différentes façons 
avec la première, fert à en trouver (comme ton vient de 
voir) plufieurs autres, dont les lieux n étant que du Ce- 
cond degré, fe conftruifcnt aifément, parce qu’elles ne ren- 
ferment point le plan xj ; & entre lefquels le lieu de la 
demiere équation eft toujours un cercle , en fuppofant que 
les inconnues x ôc jr faHent entr’ elles un angle droit- 

PROPOSITION IV. 

Problème . 

386. 7 * ROVVER Ut raeînet de P égalité propofée x* abx» ^ 
aexx — aadx — a^f = o , par le moyen d" une Parabole tt' 
d'un cercle. 

F1C.CCXVI1. Ayant pris pour les inconnues & indéterminées * & / , les 
deux lignes droites AP , PM, qui fafTent entr’elles un angle 
*-Art. 310. droit APM-, je conftruis * d’abord la Parabole qui eft le lieu 
de la première équation du Lemme , & enfuite le cercle qui 
eft le lieu de la feptiéme; & leurs interfe(%ons me fervent à 
découvrir les différentes valeurs de l’inconnue x qui feront les 
racines de l'égalité propofée. Cela fe fait en cette forte. 

Ayant pris fur la ligne AP prolongée de l’autre côté de A la 
partie AD ^ on mènera par le point D une parallèle à 
PM, fur laquelle on prendra la partie 1 X 7 = -^du côté op» 
pofé à PM-, & on décrira de l’axe CD qui ait fbn origine en 
C , & dont le paramétré foit égal à la donnée , une Para- 
bole MCM. Cela fait on mènera par le point fixe A une pa- 
rallèle Ail ^ laquelle ayant pris la partie Ab — ^a 

4 t — 4 ‘ abréger, on tirera parallèlement à AP 

la droite BE=\d ^'-^fçavoir ^ lorfque.^^ = c’eft 

à dire lorfque la valeur de AB eft pofitive,& lorfque AB= 

■ — g ; en obfervant de prendre ou mener ces deux lignes AB , 
BE, du côté de PM lorfôue leurs valeurs font poûtives , & 
du côté oppofe lorfqu’ellcs font négatives . Notnmanc en- 
6 n E A , mi on décrira du centre £ , & du rayon £ M 

y/ mro ^ af un cercle ; & menant des points 3/ oi^ H coupe 
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la Parabole des perpendiculaires AÎP fur la ligne vlP: les par- 
ties AP de cette ligne marqueront les racines de l'éplité, fça- 
vrâr les vraies lorfque les points P tombent du côté où l’on a 
Âippofé PM en faifant la conftru(aion , & les fauflès lorfqu’ils 
• tombent du côté oppofé. 

Car prolongeant Mil parallèle à AP\ & qui rencontre Ta- 
xe CG au point X., on aura ML ou AP-^AVi = x 
ÇL ou MP IX: & par la propriété de la Pa- 

rabole ML =zCLii a, c’eft à dire xx •^bx hb «fay , 

ou xx^lx — ay qui cA la première équation du Lem- 
me. Maintenant fi Ton prok^e £ P jufqu'à ce quelle ren- 
contre PM en P, & qu’on tire le rayon EAf, on aura àcau - 

fc du triangle re£taogle ERM le quarré EM = ER -*• RM 
'^'ËB •+- afiP X PP BR ’ifPM — ^AB x PM-^AB 
a=î £P* B A atf par la conAruélion ; c’eA à dire en cfi 
feçant de part & d’autre les quarrés £B BA , Sc mettant 
pour 2 AB fa valeur a — f , & pour zBE fa valeur ^ ^ 

i/ou i — A, & pour BR ou AP ôc PM leurs ^ 
Valeurs X èc y t la feptiéme équation yy ^ ly — ay — ■— y 
^ XX hx X — ~ X — dxx=z af y dans laquelle fi 
l’on met à la place de y (a valeur f trouvée par la pre- 
miere équation , & à la place deyy le quarré de cette valeur , 
on retrouve l'équation même propofée x* ^ zbx^ aexx — 

éiadx — 0. D’où Ton voit que la ligne AP exprime 

une racine vraie de cette égalité. 

. 5 i Ton obier vc de prendre — x pour AP & — y pour PM y 
lorfque ces lignes tombent du côté oppofé où on les a fuppo- 
fées en faifant la conAruéTion i on trouvera toujours par la 
propriété de la Parabole la pemiere équation , & par la pro- 
priété du cercle la feptiéme . Donc &c. 



Kk i| 
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Corollaire I. 

Jl efl vifible qu’on rendra la conftruftion precedente gene- 
rale pour toutes les égalités du troifieme & du quatrième de- 
gré, & qubn y employera toûjours une Parabole qui ait pour 
le paramétré de fon axe une ligne donnée a ; fi l’on obferve 
j°. De multiplier par fa racine a- l’égalité lorfiqu’elle n’efi que 
du troifieme degré » & de prendre une ligne * ai égale à 
toutes celles qui multiplient ar» , un plan * ac égal à ceux 
qui multiplient xx , un folide aad égal aux folides qui 
multiplient x , dfc enfin un furfolide a'f égal aux 
termes entièrement connus de l’égalité donnée . 1 ®. 

De changer dans les valeurs des lignes AD , DC , 
AB y BE f EM , qui déterminent la conftruélion de la 
Parabole & du cercle , les fignes des termes où ^ (c ren- 
contre avec une dimenfion impaire s’il y a — zbx^ dans 
l’égalité donnée , parce qull y avoit -H dans celle 
du Problème » & d’effacer tous les termes où ^ le trou* 
ve fi le terme manque, parce qu’alors = 0 ; com- 
me aufli de faire la même chofe à l’égard des termes ou 
■J, /, fc rencontrent. 3 *. De prendre ou mener ces lignes du 
côté de PM Jorfqu’elles font pofitives , & du côté oppofé 
lorfqu’clles font négatives . On aura donc AD = « 4 - -r b , 
Içavoir — 7 ^ lorfqu’il y a -4- 2bx^ , &L ^ \ b lorfqu’il y 
a — ibx^i AB = — » fçavoir — \c 

lorfqu’il y a.’*racxx , & -4- 7 c lorfijuc c’eff — acxx ; BE=^ 
fçavoir — iLlorfque AB = "^g , & qu’il y a 
- 4 - 7bx\ ou bien lorfque AB = — & qu’il y a — ibx^i 
& au contraire -+--^ lorfque AB =-+*g & qu’il y a — 
ou bien lorlqiie AB = — g ôc qu’il y a ^ ibx^ (c’eff à di- 
re — - 7 - lorlque les valeurs de AB & AD font l’une pofitive 
& l’autre négative, & -4- lorfque ces valeurs font toutes 
deux ou pofitives ou négatives); comme auffi-4- fd lorlqu’il 
y a — etadx ^ lor/que c’eft - 4 - aadxi & enfin EM. 

= •^mm af fçavoir -4- af lorfqu’il y a — <a’/, & — afloxC- 

que c’eff a'f. D’ou l’on tire cette conftruéhon géométrique qui 
eff generale pour tous les cas. 

Une Parabole MCM qui a pour axe la ligne CG dont le 
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paramétré cft égal à la ligne a , étant donnée , & ayant ’ 
réduit légalité propofée fous cette forme x* ^ ibx^ ^acxx 
^ aadx ^ a^f = o ; on mènera une ligne ÂB parallèle à 
l’axe CG qui en foit diftante de du cô:é droit de cet 
axe lorfqu’il y a ihx^ dans l’égalité donnée , & du cô- 
ré gauche lorfqu’il y a — 2bx^. On tirera par le point A où 
la ügne AB rencontre la Parabole t une perpendiculaire AD 
fur l’axe CG i & on prendra fur cet axe les parties DF 
= 74 , FG — iCD toujours du côté oppofé à fon origine C, 

& la partie GK vers fon origine C lorfqu’il y a -♦- 4 r A-;» J , , ^ ^ 

& du côté oppole lorfqu’il y a — acxx . On mènera enfuite 
par les points déterminés /I , F , une ligne droite indéfinie 
AF f & par le point K une perpendiculaire à l’axe qui ren- 
contre AF en ff J & on prendra fur cette perpendiculaire la 
partie HE z=z.\d àn côté droit lorfqu’il y a — aadx y & du 
côté gauche lorfqu’il y a aadx. Cela fait , on décrira un 
cercle du centre £ , & du rayon EM = AE , lorfque le 
terme a ^ manque dans l’égalité donnée , c’efi à dire, lorf 
qu’elle n’eft que du troifiéine degré: mais lorfqu’elle eft du 
quatrième, on prendra (après avoir nommé AE, m ;) le 
rayon EM — yé mm ^ af, fçavoir - 4 - af s’il y a — a?f, & 

— <^s’il y a} f. Enfin des points M où ce cercle rencon- 

tre la Parabole donnée, menant des perpendiculaires^^ fur 
la ligne AB ; elles feront les racines de l’égalité donnée ; 
fçavoir celles qui tombent du côté droit de cette ligne , 
les vraies , & celles qui tombent du côté gauche , les 
faufiès. 

Car prolongeant HK j’ufqu’à ce qu’elle rencontre la ligne 
AB au pint B, on a parlaconftruéiion ou = 

fçavoir — lorfqu’il y a %bx^ , & L t lorfque c'eft 

— & par la propriété delà Parabole, CD = ^. Donc 
DG ou DFj^FG = ^a^^ , & DK ou AB = ^ 

^7 c = •♦- g , fçavoir — \c lorfqu’il y a ■+■ acxx , & -4- 7 c 
lorfqu’il y a — acxx ; & l'on doit obfcrver que le point 
B tombe du côté de PM lorfque AÆ = -t- g , c’eft 
à dire lorfque fa valeur cft pfitive , éfe du côté op- 
pofe lorfqu’elle eft négative . Or à caufe des triangles 
Icmblal^s /4û£ , ABH , on aura DF a). DA (■»■ ^b) 
r.AB(^g). BH — ^~^~, fçavoir-4--f- lorfque les valeurs 

Kk iij 
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valeurs de AD &de AS font toutes deux poûcives ou nega-. 
tives, & — -^lorlque l’une d’elles eft pofitive & l’autre 
gative. Et partant SB dy fçavoir — 7 lorC 

qu’il y a — aadx , & -j- lorfqu’il y a -h aadx i Çc l’oo 

doit encore obfervcr que le point E tombera du cô:é de 
PM lorfque la valeur de SE eft pofitive , & du cô:é op- 
pofé lorfqu’elle eft négative. D’oît il eft évident que par 
k moyen de cette conftruflion on déterminera dans tout 
les cas pcftibles , toujours comme il eft requis , le centre 
E du cercle. 

Si le fécond terme maoquoit dans l’égalité donnée, 
il eft clair que les lignes AB y AF y tomberoient fur l’axe 
CG , enfortc que les points A » D y fe confondroient avec 
l’origine C-, puifque b = o. Et par confequent le point O 
tomteroit fur le point F, & les points H, Bi fur le point 
K : ce qui rend la conftruéHon generale beaucoup |^us ftm* 
pie. Car il ne faudrait alors que prendre fur l’axe la par* 
tie CF = 7 4 toujours vers le dedans de la Parabole , & 
la partie KF = \ c vers l’origine C lorfqu’il y a aexx , 
& du côté oppofé lorfqu’il y a — aexx’, mener KE 
perpendiculaire à l'axe, du côté gauche lorfqu’il y z^rnadx', 
& du côté droit lorfqu’U y a — aadx ; & achever le re* 
fte comme dans la conftruéUon generale , en obfervant qu’id 
£C = I». 

De même fi le terme acxx manque , Iq point K tom* 
bera fur le point G > & fi ç'eft le terme aadx , le centre 
£ du cercle tombera en H. 

Corollaire II. 

O N peut encore trouver une conftruélion plus ficpplc 
pour les égalités du troifiéme degré qui ont un fécond ter* 
me , en les multipliant .par rinconnuë plus ou moins la 
quantité connue du fécond terme , fçavoir plus cette quan- 
tité quand le fécond terme eft affeélé du ligne — i ^ 
moins cette quantité lorfqu’il y a le figne «4- } ce qui don- 
ne une équation du quatrième degré où k fécond ternM 
cfti évanoui . J^’il faille , par exemple , trouver les raci» 
nés de l’égalité du troifiéme degré y x^ bxx «it- a(» 
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■H aàq = O : je la multiplie par x l pour avoir 
l’égaiicê du quatrième degré , x* apxx aatjx 

aahq = O , — . béxx abpx 

dans laquelle le iêcond terme eft évanoüi ; je me fers 
à prelênt de la conftrudlioo que Ton vient de don* 
ncr pour cej (brtes d’égalités où le fécond terme man- 
gue , & j’ai CK ^ p,KE{{d ) 

= i ^ ^ 4^ , ëc le rayon du cercle EM = mm — éy ; 
ce qui donne cette conitrudlion . 

Ayzat mené une parallèle à l’axe CD qui en foit dif- Fw.CCXIX. 
tante vers le côté gauche d’une ligne égale à / , & qui 
rencontre la Parabole au point A, je tire par l’origine C 
de l’axe la droite CA, fur laquelle jéleve par fon point 
de milieu O une perpendiculaire indéfinie OG qui rencon- 
tre l’axe au point G . Je prends fur l’axe vers fbn origine 
C la partie GK = ~p, & ayant tiré par le point K une 
perpendiculaire à l’axe qui rencontre la ligne OG au point 
U, je prends fur cette perpendiculaire prolongée du côté 
de K la partie HE=^q , & je décris du centre £ & du 
rayon EA un cercle . Je dis qu’il coupera la Parabole en 
des points M, d’où ayant abaiffé fur l’axe des perpendi- 
culaires i celles qui feront à droit , marqueront les 
vraies racines ; Sc celles qui feront à gauche , les fauffes de 
l’égalité propofée x’ — • bxx apx aaq = o. 

Car ayant mené les perpendiculaires AD , OL , fur Ta- 
xe; on aura par la con(lru£tbn AD— b, & par la pro* 
prêté de la Parabole CD — Donc puifaue CAed di- 
vifee par le milieu en O , les triangles femblables CAD , 

COL , donneront OL=.^b, CL & à caulê des 

triangles rcélangles fcmblablcs CLO , OLO , on aura CL 
(4^). LO (}b):: LO (ib). LG — \a, & par confequenC 
CK ou CL’^LQ — gK tP- De plus à 

caufe des triangles femblables OLO , GKH , on trouve KH 
= 4^- » & KH»^ HE ou ££ = 4 f ■*“4r 9“* côté 

gauche de Taxe , comme il ell pirfcrit dans la conftruc- 
tioo lorfqu’il y a -t- aadx . Le point £ efl donc le centre 
du cercle lequel doit déterminer par fes interfeé^ions avec 
la Parabole donnée routes les racines de l’égalité du qua- 
trième degré apxx &c. Or comme les racines de cette 
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égalité font celles de la propofée — bxx-^apx aaq = 9^ 
avec une fàuffe AD (b) ; il s’enfuit que ce cercle doit palier 
par le point A . Donc &c. 

On peut encore s’alTurer par le calcul que £A e(l le rayon 
du cercle cherché . Car menant EB parallèle à l’axe , on aura 
( à caufe des triangles reélangles ££yl, EKC) les quarrés des 

hypothenufes EA z=EB -*-BA Sx. EC = CK KE^ & 
par confequent il s’agit de prouver que £B •t-BA = EK •+• 
KC — hq, puifqu’on doit prendre EM = V mm — bq . Or 

en mettant à la place de ces lignes de part & d’autre leurs va- 
leurs analytiques, on trouvera les mêmes quantités . Et c’eft 
ce qui doit arriver , ü le rayon cherché EM-= EA. 

Pour rendre cette conftruélion generale , il faut obferver 
1®. De mener du côté gauche de l’axe la parallèle qui en eft 
di liante d’une ligne égale à / , lorfqu’il y a — bxx. dans l’é- 
galité propofée, « 5 c du côté droit lorfqu’il ya -^bxx . aMDe pren- 
dre fur l’axe GK = -î p du côté de fon origine C lorlqu’il y a 
-t- apx, & du côté opposé lorfqu^il y a — 4px . g*. De pren- 
dre HE = ^q du côté gauche lorfqu’il y a -*• aaq , & du cô- 
té droit lorlqu’il y a — aaq. Tout cela eft trop évident pouc 
m’arrêter à le démontrer en détail.. 

R E M A R QJJ E t 

589.1 L eft à propos de remarquer, i®. Que û le cercle ne coupe 
la Parabole donnée qu’en deux points , il s'enfuivra que l’ega* 
lité propofée n’aura que deux racines réelles lorlqu’elle eft du 
quatrième degré , & qu’une feule lorfqu’cllc eft du troilîénae 
Sx les deux autres imaginaires : comme dans la hgurc 219. oh 
le cercle ne coupe la Parabole qu’en deux points A, M’, l’é- 
galité X* ^apxxx —bbxx Scc.nn que deux racines réelles AD, 
MQ , qui font toutes deux faufles , parce qu’elles tombent 
du côté gauche de l’axe, 2®. Que ft le cercle ne œupoit ni ne 
rccontroit la Parabole en aucun point (ce qui ne peut arriver 
lorique l’égalité eft du troifiéme degré comme l’on voit par les 
conftruélions precedentes ) les quatre racines feroient imaginai- 
res. g®. Que s’il la touchoit en un point l’égalité propofée au- 
toit deux racines égales chacune à la perpendiculaire menée 
de ce point ; ce qui vient de ce qu’on peut conûdcrer un cercle 

qui 
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qui touche une Parabole , comme s’il coupoit en deux points 
infiniment proches l’un de l’autre , qui /ont regardés comme 
réunis dans le point touchant : mais alors l'égalité proporéefe 
pourroit abaificr à une du fécond degré par les réglés de l’Al- 
gebre ordinaire, de forte qu'on n’auroit point befoio d’une Pa- 
rabole pour en trouver les racines. 

Remarqjje II, 

. s I l’on attention à ce qu’on démontre en Algèbre qu’en 
toute ^alité où le fécond terme manque , & qui a toutes fes 
racines réelles , la fomme des vraies elt égale à la fomme des 
fâufTcs i on verra naître ce Theorême . 

S'il y a un cercle qui coupe une Parabole en quatre points FtG.CCXViii. 
M d’où l’on abailTe des perpendiculaires fur l’axe CF: je 
dis que la fomme des perpendiculaires qui tombent du côté 
droit de l’axe , fera égale à la fbmme de celles qui tombent du 
côté gauche . 

Car fi l’on prend vers le dedans de la Parabole fur l’axe de- 
puis fon origine C la partie CF égale à la moitié de fon para- 
métré que j'appelle , & qu’ayant tiré du centre £ du cercle 
la’ perpendiculaire £/f fur l’axe, onfaflc FK =^Cf K E —~d, 

£C , — EM — af\ il efl clair par la confiruélion qui efi à la 

fin * du Corollaire premier , que les perpendiculaires M^* 
feront les racines de cette égalité x* — aexx aadx « 

dans laquelle le fécond terme manque; fçavoir celles qui tom- 
bent du côté droit de l’axe , les vraies ; & celles qui tombent 
du côté gauche , les fauffes . Donc &c. 

Si le cercle pafibit par l'origine C de l’axe , il efi vifible 
que l’une des perpendiculaires Af^deviendroic nulle ou zéro; 

& qu’ainfi il y auroit alors une perpendiculaire d’une part de 
l'axe égale aux deux autres de l’autre part. 

Si le cercle touchoir la Parabole en un point & la coupoit 
en deux autres , ilfaudroit prendre le double de la perpendi- 
culaire menée du point touchant i puifque ( comme l’on vient 
*dcdirt;^ on peut regarder ce cercle comme s'il coupoit la Pa- ^ 
rabole en deux points infiniment proches l’un de l’autre , lef- 
quels fe reiinifient au point touchant. 
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R E M A R q^U E IIJ. 

, P I C ® ^ E l’on ne peut imaginer, en Géométrie des produite 
^ *qm ayent plus de trois dimenfîons ; puifque le folJÜe , qui eft 
la quantité la plus compofée , n’en a que trois ; on pourra di- 
vifer , fl l’on veut , tous les termes d’une égalité propofée qui 
pafTe le troifiéme degré, par telle ligne donnée qu’on voudra , 
élevée à une puilTance moindre d’une unité que chacun de Tes 
termes n’a de dimenfions : ce qui ne troublera point l’éoalicé, 
& fera que chacun de fes termes, n'exprimera plus quelles li- 
gnes droites. Soit, par exemple, légalité du quatrième de- 
gré x'*' ■+• 2^’ aexx — • aadx — a^j' ■=. o j je la divife par 

«»,cequi donne ^ — dont chaque 

terme n a qu’une dinienfion,& n’expr'une parconfequent que des 
lignes droites . On choifit ordinairement la ligne qui fe trouve 
répétée le plus fouvent dans tous les termes de l’équation pro- 
pofee , comme eft ici la ligne <a, & même quelquefois on la 
foufentend, en la reg.ardant comme l’iinité dans les nombres , 
qui ne change rien au.x quantités qu’elle multiplie ou qu’elle 
divifê : ainfi en faifânt 4=1, on écrira x"* lix^ cxx 
— dx — f= 0, au lieu de x* •+• ilx^ -4- aexx — aadx — 
af = 0 ou de ^ — “ —f — 0. Il en eft de 

même des égalités du cinquième & du fixiéme degré, &c. 

R E M A R <^u E I V". 

3 9 S I après avoir conflruit le cercle qui efl le lieu de la derniè- 
re équation du Lemme , on conftruic une Scélion conique qui 
foit le lieu de telle autre de fes équations qu’on voudra j ces 
deux lieux détermineront par leurs interfeélions les racines de 
l’égalité propofée; dont la raifbn eft que faifânt évanoüir par 
le moyen de leurs équations l’inconnue j», on retrouve l’égalité 
même propofée . 

De là il eft évident qu’on peut confïruire cette égalité , i®. 
Par le moyen d’un cercle & d’une Hyperbole équilatere , en 
fe fêrvant de la feptiéme & de la fixiéme équation du Lein- 
me , 2". Par le moyen d’un cercle, & d’une Ellipfe dont l’a- 
xe parallèle à AP ell à fon paramétré comme 4 eft à r, en fe 
fervant de la feptiéme & de la troifiéme équation. 3°,' Par 
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le moyen d’unecrcle, & dune Hyperbole dont Taxe parallè- 
le à AP eft à fon paramétré comme aa eft à Ib, en fe fer- 
vant de la l'eptiéme & de la quatrième équation. Or comme 
la ligne a, dont on fe fert pour réduire fous l’exprcffion tou- 
tes les quantités qui multiplient xx , fous l’expreffion cel- 
les qui multiplient x , & enfin fous IcxprelTion < j >/ 1 cs quanti- 
tés entièrement connues, eft arbitraire > il s’enfuit qu’en pre- 
nant pour cette ligne a une infinité de différentes grandeurs , 
on pourra conftruire l’égalité propofée par le moyen d’une in- 
finité de cercles , & d'Èllipfes ; ou d’Hyperboles équilatercs 
& non équilateres, toutes differentes entr’elles. 

On a vû dans l’article 387. qu’en prenant pour l’unité arbi- 
traire a le paramétré de l’axe d’une Parabole donnée, on peut 
en fe fervant de la première & de la iéptiéme équation con- 
ftruire légalité propofée par le moj’en d’un cercle & de la 
Parabole donnée : & je vais faire voir qu’en déterminant cet- 
te ligne a d’une cernaine maniéré , on peut conftruire l’égali- 
té par le moyen d’un cercle & d’une Ellipfeou d’une Hyper- 
bole femblable à une Ellipfe ou à une Hyperbole donnée. Car 
la raifon de fes axes étant donnée par la fuppofition , la rai- 
fon de l’axe parallèle à AP avec fon paramétré fera auffi don- 
née. Si donc l’on nomme cette raifon donnée ^ } on aura 
lorfqu’il s’agit de l’Elliplê = ^ , & partant aa — ~\ d’oîi 
il fuit que fi l’on prend pour l’unité arbitraire a , la racine d’un 
quarré aa égal * à une quantité connue ac qui multiplie 
XX dans l’égalité donnée, & eft multipliée par=, on con- 
ftruira l’égalité en fe fervant de la lèptiéme & de la troifié- 
me équation , par le moyen d’un cercle & d’une Ellipfe' 
dont l’axe parallèle à AP , fera à fon paramétré comme 
ro eft à » , puifque ^ Mais lorfqu’il s’agit de l’Hy- 
perbole , on aura ^ & partant ^ 1 ; d’où 

l’on voit que fi l’on prend pour l’unité a cette valeur, & 
qu’on conftruife l’égalité en fe fervant de la feptiéme & 
de la quatrième équation , l’axe parallèle h AP de l’Hy'- 
perbole qui eft le lieu de la quatrième , fera' à fon pa- 
ramétré comme »» eft à » , puifque ^ =■—.£( ceft ce 
qui étoit propofé. 
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R E M A R Q^ü E V. 

^ 9 T lA ligne a qui fait l’office de l’unité, & qui cft arbi. 
traire, iiiffit comme l’on vient de voir pour conftruire l’é- 
galité propofée , par le moyen d’un cercle & d’une Para- 
bole donnée , ou bien par le moyen d’un cercle , & d’une 
Ellipfe , ou d’une Hyperbole femblable à une donnée . Mais 
loriqu’il eft queftion de la conftruire par le moyen d’un cer- 
cle, & d’une Ellipfe, ou d’une Hyperbole donnée, une feu- 
le ligne arbitraire ne Suffit pas ; il faut en introduire d’au- 
tres dans l’égalité propofée, afin de pouvoir les déterminer 
enfuite de la maniéré que la Seélion donnée ferve . C’cft 
ce que l’on va exécuter dans le Lcmme fuivant. 

LEMME FONDAMENTAL. 

Pour la cenJiruSïion des Egalités du troifséme & du quatrième 
degré y avec un cercle , & une Ellipfe f ou une 
Hyperbole donnée . 

394. T l’égalité du quatrième degré xf *— etaex. 

a^d = O, dans laquelle les lettres 4, 6 , c, mar- 
quent des lignes données , & la lettre x. exprime les raci- 
nes inconnues de l’égalité. Je prends une autre inconnue x=.^ 

( la lettre / marque une ligne prife à volonté ) , & fubf- 
tituant à la place de xXi & V leurs valeurs — y’" , 
& -7%— l’égalité precedente , je la change en cette 

autre x* xx ^ x — — o ; je prends une 

troifiéme inconnue/ telle qu’étant multipliée fon pro- 
duit fj foit égal au quarré xx de la fécondé j ce qui don- • 
ne les équations fuivantes. 

XX — fy 0 i & fubflituant à la place de xx , 
& de X* leurs valeurs fy & ffyy dans l’égalité x"^ -t- ~~xx &c, 
j’ai pour fécondé équation. 

2*. yy 4 *-/ ‘-f-x ■4- -^ = 0 , laquelle étant ajou- 

tée à la première, donne pour troifiéme équation. 

•./Trt.314. 3 *- yy — fy XX — ^x = o, dont 

cÿ'jip. le lieu eft * un cercle lorfque les inconnues & indétermi- 
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néci X Sx. y font entr elles un angle droit . Je multiplie la 
première équation par la fraétion f- dans laquelle^ exprû 
me une ligne telle qu’on veut de même que/, & j’ai ^xx 
— îj-y =z O i ôc ajoutant cette équation avec la fécon- 
de , âc l’en ôtant enfuite , je forme la quatrième & la cin- 
quième équation. 

4*. yy -^y — ^y | x -H -f- = 0 , 

dont le lieu eft * uneElliplc. 

5 «. yy ^ ILy ^ J — £ ^x — -^X = 0 , 

dont le lieu cit * une Hyperbole ou les Hyperboles op-*^rr.j}i. 
polccs. 

R E M A R E. 

3 9 J, arrive que quelques termes de l’égalité propoféc ayent 

des lignes diftèrens de celle ci , ou qu’ils manquent ; les 
lieux de ces cinq équations feront toujours neanmoins des 
Seélrions coniques de même nom : c’eft à dire que les lieux 
de la première & de la fécondé équation feront toujours 
des Paraboles , celui de la troifiéme , un cercle y &c. 

PROPOSITION V. 

Problème. 

Construire r égalité du quatrième degel Z'*' abzz 
— aaez •+• a^d = O , avec un cercle donné 6 f une Hyper^ 
boîe femblable à une donnée > ou avec une Hyperbole donnée 
& un cercle. 

Je conftruis feparément * les lieux de la troifiéme & 
de la cinquième équation, en prenant pour les inconnues 
& indéterminées a? & y les mêmes lignes AP , PM , qui Fie. eexx. 
fàffent entr’elles un angle droit APM-, & les interférions 
de ces deux lieux me fervent à dctcrmiocr les valeurs de 
l’inconnuë , de la maniéré qui fuit. 

Soit menée par le point A origine des a? , la ligne AD 
= "I parallèle à PM, & du même côté lorfque a fur- 
pafTc b , ÔC m contraire du côté oppofé lorlqu’il eft moin- 
dre. Et ayant tiré la droite indéfinie DG parallèle à AP, 
foient prifes fur cette ligne du côté de PM la partie DC 
= & foit -décrit du centre C & du rayon CF ou 

L 1 iij 
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CG — aa — lab -4- hb — , un CCrcIc. 

Maintenant ayant mené AH — parallèle à PM & 

du c 6 :é oppolè , foit tirée la droite indéfinie HK parallè- 
le à AP, fur laquelle foient prifes la partie H 1 — —du 
côté oppofé à PM , & de part & d’autre du point i les 

parties JK , JL , égales chacune à ^cc — i>g ^dg 

ou -^hg — /\ag — rr ( on a pris pour abréger h ■= ^ ) • 

Soit enfin décrite de l’axe LK ( qui doit être le premier 
lorfque ce /\.dg eft plus grand que bg y & le fécond lorf- 
qu’il eft moindre ) qui fbit à fon paramétré KO comme a 
eft à g, une Hyperbole ou les Hyperboles oppofées qui ren- 
contrent le cercle en des points M, M, d’où foient abaif- 
fées des perpendiculaires MP , MP , fur la ligne AP . Je 
dis que les parties AP, AP, de cette ligne feront les ra- 
cines de l’égalité x* ~f-xx — = 0 ; en 

obfervant qu’elles font vraies lorfque les points P tombent 
du côté où l’on a fuppofé PM en faifant la conftruélion, 
& faufles lorfqu'ils tombent du côté oppofé. 

Car on trouvera par la propriété du cercle la troifiéme 
équation ; & par la propriété de l’Hyperbole , la cinquiè- 
me ; & ôtant la troifiéme de la cinquième, on aura -^y ’^fy 
— ^xx — XX = 0, d’où l’on tire & mettant 

dans l’une ou dans l’autre de ces deux équations à la pla- 
ce de y cette valeur , & à la place deyy fon quarré 1 
on trouvera l’égalité x* &c. Mais ayant les valeurs de * 1 
on a celles de x. i puifquc ^ 

Maintenant pour fatisfaire à la première demande du 
Problème, je nomme le rayon du cercle donné CF, r; & 
j’ai par confequent r = -/- ^cc ^ aa — 2ab bh — /^adi 
d’où il fuit que fi l’on prend / = — , le 

V ce ^ ^ — 44^ 

rayon CF ou CG du cercle qui eft le lieu de la troifiéme 
équation , fera égal à la donnée r . Il refte à faire que l’Hy- 
perbole foit femblable à une donnée, c’eft à dire , que fon 
premier ou fécond axe LK foit à fon paramétré KO en rai- 
fon donnée de m à » ; & il eft vifible qu’il ne faut pour 
cela que prendre g = ~ , puifque LK . KO v. a. g", m. n. 

Enfin pour faire en forte que l’Hyperbole foit donnée , 
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ou , ce qui eft la même chofe que fon premier ou (êcond 
axe LK & le paramétré KO de cet axe foient égaux à des 
lignes données ; je nomme d'abord le picmier axe LK , 2/; 
fon par amétré KO^ p i & j’ai KO (pj ^ ^ ik LK (it) 

= j'^cc’^^dg — hg (il feut fe reflbuvenir que b — 



ce qui donne ^ = -îf , & / = - / — : d’où l’on 

V « •4- vtf. — hs 

voit que fi ce -h furpafle bg , & qu’on prenne pour g 
& pour / ces valeurs , on trouvera dans la conftruétion de 
la cinquième équation pour le premier axe LK & fon pa- 
ramètre K O les lignes données Sc p . Mais s’il arrive 
que ce foit moindre que bg , il faudra nommer le 

fécond axe LK, zt i & fbn paramétré KO , p-, ce qui don- 



ne comme ci-deflùs ^ = -(f , Sc f = ■ , ■ ; où 

l'on doit obfcrver que 2t & p ne marquent plus à prefent 
les mêmes lignes qu’auparavant : & s’il arrive que bg , dans 
cette derniere fuppofition où zt marque le fécond axe s fur- 
pafle ce j^Jg , il eft vifible qu’en prenant pour g Sc f 
ces valeurs dans la conftm£Hon de la cinquième équation , 
on trouvera pour le fécond axe LK & fon paramétré KO 
les lignes données zt tk. p. ' 



Il faut bien remarquer qu’il peut arriver que la valeur 
de / foit imaginaire dans l’une <Sc dans l'autre de ces fup. 
pOMtionS ; & alors on voit que la conftruélion devient im- 
poftible du moins par cette méthode . Or comme fous les 
Auteurs qui s’en font fervis après M- Sluze, qui en eft l’in- 
ventcur, la donnent pour generale; j’en ferai une remarque 
à part , où je ferai voir en examinant par ordre tous les cas 
qui peuvent arriver , que dans cet exemple même il peut y 
en avoir une infinité où cette méthode ne réüffit point. 

^ Si c etoient deux Hyperboles conjuguées qui fuflènt don- 
nées , la conftruélion feroit toujours poffible ; car fi après 
avoir nomiiie le premier axe d’une de ces Hyperboles LK , 
zt ; & fon paramétré KO , p ; il fe trouvoit que la valeur 

de / = ÿ ~ fût imaginaire , c’eft à dire , que bg 

furpaflat cc - 4 - } il n’y auroit qu’à fe fervir dans la conf- 

trudtion a la place de cette Hyperbole de fa conjuguée & 
de fbn fécond axe , puifque le fécond axe de celle-ci étant 
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le même que le premier axe de l’autre la valeur de/" ne 
rcnfermeroit plus aucune contradiâion. Je dois encore aver- 
tir que s'il arrive que cc ^dg = bg , l'équation du qua- 
trième degré s’abaiHe à une du fécond . 

R E M A R Q_ü E. 

l’Hyperbole donnée eft équilatere. On aura^ = 

& on fe fcrvira dans la conftrudlion du Problème de fon 
premier axe , lorfque cc /^dg furpaffe bg , c’eft à dire , 

en mettant pour b fa valeu r *'—/■ , & pour g fa valeur 
lorfque cc 4«^ furpaffe -h <* ; & du fécond lorlqu'il 
cft moindre. Et la conftruflion fera toujours poffible . 

a”. Si le premier axe de l’Hyperbole donnée furpaffe lôn 
paramétré . On fe fervira dans la conftruélion du Problème 
de lôn premier axe , lorfque cc ^ad furpaffe b a i 
car il fuit de-là que cc -t- /^dg furpaffe bg , ceft à dire ( en 
multipliant par j & mettant pour b fa valeur ) que 
^ i\ad furpaffe b g , puifqiie dans cette foppolition g 
("îf-) ctant moindre que a, la quantité ^ -4- ^ad fera plus 
grande que cc -4- ^ad f &. b g lêra moindre que b a • 
Au contraire lorfque cc ^ad eff moindre que b ^ a , il 
faudra Ce fervir du fécond axe ; car il fuit de-là que cc’^^dg 
eff moindre que bg , ou que ~ i^ad ell moindre que 
que b g puifque tt marquant à prelcnt le lêcond axe qui 

eff moindre que Ibn paramétré p la quantité Ÿr ici plus 
grande que a. D’où l’on voit que la conftruélion eff toujours 
pnffble, non feulement lorfque l'Hyperbole donnée eff équi- 
latere , mais encore lorlque le premier axe eff plus grand que 
fon paramétré. 

3 ®. Si le premier axe eff moindre que fon paramétré . II 
faudra neceffaircment lorfque cc ^ad furpaffe b a , fs 
fervir du premier a.xe j car fi l’on employoit le lêcond , il 
faudroit que cc -t- ^dg fut moindre t^e bg , ou que ^ - 4 - 
4<»</ fût moindre que b ^ g ; cc qui peut être , puilque ar 

qui 
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qui expritn croit alors le fécond axe étant plus grand que p , 
la quantité^ (-^ ) ferott moindre que a. Mais en k fervant 
du premier axe , il peut arriver que ~ foit moindre 

que i -t- ^ puifque ^ ^ grand que « ; & alors 

il eft évident que la conftrufrion du Problème devient im- 
pofliblc , parce que la valeur de / f * — ) renferme 

^Vrf^t4g-kJ 

une contradiction . De même lorfque ce •+■ efl moindre 
que b ^ a y il faut neceflàiremenc' fè fervir du fécond axe ; 
& comme alors la valeur de g ( ) efl moindre que a , il 

peut arriver que ~ -4- ^ad (bit plus grand que ^ g t Sc 
qu’ainfi la valeur de / C -t==—===-) foit imaginaire. 

V 

Il efl donc évident qu'il peut arriver une infinité de cas , 
oîi la conflruCtion de l’égalicé propofée dans le Problème de- 
vient importiblci & cela lorfque le premier axe de l’Hyper- ' 
bole donnée eft moindre que fin paramétré , car autrement 
elle reulTira toigours. 

Corollaire L 

39S*^l 1*00 ptepoitdans le Problème precedent la quatrième é- 
quatioo au lieu de la cinquième , oc qu'oo fie la conflruCtion 
de même eu fe fervant de l’Ellipfe qui efl le lieu de cette é- 
quation , au lieu de l’Hyperbole qui e(l le lieu de la cinquiè- 
me : il cft vifible que l’on cooftruiroit l'égalité propofée x.* 
&c. par le moyen d’un cercle donné ôc d’une Elltpfe fêmbla- 
ble à une donnai ou avec une Ellipfe donnée & un cercle . 

Corollaire IL 

399>X^ évident qu’on peut rendre la conflruèlion precedente 
generale pur toutes fortes d’égalités du troifîéme & du qua- 
trième degré, en obfervant i®. De faire évahoüir le fécond 
terme de l’égalité donnée, lorfqu’elle en a un; de la multiplier . 
enfuite par fa racine x. lorfquclle rfert que du troifîéme de- 
gré) & de prendre un plan ab égal a tous les plans qui 
multiplient un folide aac égal à tous les folides qui mul- 
tiplient X.» & enfin un furfolide d'd égal à tous les fûrfôlides 

Mm 
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données. 2“. D’cfFaccr dans les valeurs de AD, DC,CF, 
AH, JH, LK , les termes où fe trouve i lorfqiie ;^:^ncfe 
rencontre point dans légalité donnée, ceux dans lefquels fe 
rencontrent c o\x à lor^ue le quatrième ou le cinquième 
terme manquent : & de changer de lignes tous les termes 
où è fe rencontre avec une dimenlion impaire , Il le trdlié* 
me terme de l’équation donnée a un ligne diSêrent du trcH- 
liéme de la precedente ; comme aulTi ceux dans lefquels c 
ou ^ (e rencontrent avec une dimenlion impaire lorfque le 
quatrième ou le cinquième terme ont des lignes diflerens 
des quatrième & cinquième de l’égalité precedente . 3*. De 
prendre du côté de PM ces lignes lorfque leurs valeurs font 
politives, & du côté oppole lorfquelles font négatives. 

R E M A R Q^U E 

400- O N peut toujours rendre la conUruâion precedente plus 
limpie dans les égalités particulières qu’on fe propofe de con- 
ftruire , en failânt en forte que foit égal à è > car il n'y a 
qu’à réduire l’égalité donnée fous cette forme z* ao(X. 
^ aaez ^ = O , au lieu de cette autre z* 

aaez d'z =.9 . Ce qui, a empêché de le faire d’a- 
bord , c’eft qu’on avoit en vûë de rendre la conftrudlion 
du Problème generale pour tous les cas , comme l’on vient de 
faire dans le Corollaire precedent , & que pour cet effet il 
falloit que chaque terme de l’égalité renfermât des lettres dif^ 
lèrentes b , c, J , au premier degré . 

PROPOSITION VI 
Problème , 

7 * ROWER les raànes de NgalUé z* — bz> — aezz ■ 4 « 
F1C.CCXX . ^ aahh =0, par le moyen sfutse Hyperbole donnée en- 

tre les Afymplotes , & d'un cercle . 

Ayant fait z = -ÿ-, on transformera l’égalité donnée cû 

cette autre x* — x^ ^ xx ^ x ^ 0 . A- 

yant mené d’un point quelconque H de l’Hyperbole donnée 
qui a pour centre le point A , une parallèle MP à l’une des 
Âfympcotes A^l^ & qui rencontre l’autre au point P , 00 
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nommera les inconnues & indéterminées AP y PM , y } 

Hquelles font entr elles un angle donné APM, & on aura par 
la propriété de l’Hyperbole xj = mm , en fuppolâot que mm 
en fint la puiflànce . Maintenant fi l’on prend f = m \ y 
on aura bff— amm , & ~ = W* = xxyy . & mettant à 
la place de ^ qui eft le dernier terme de l’égalité preceden- 
te fa valeur xxyy , & divifant enfuite par xx ^ m trouvera 
XX — ‘/a? — ^ J!/ > qui fe change ( en met- 

tant dans le terme ^ à la place de x fa valeur ^trouvée par 
le moyen de l’équation xy = mm = en cette autre xx 

yh-yy=. O., dont IclitU cft*UOCCrcle * ^rt. 'yzl& 
lorfque l’angle APM eft droit . J» 9 - 

Mais lorlquc l’angle APM n’eft pas droit , ou (ce qiri re- 
vient au même ) lorfque l’Hyperbole donnée n’eft pas équilaw 
tere y il efi évident que le lieu de la derniere équation n eil 
plus un cercle, mais une Ellipfe. C’efi pourquoi afin de trou- 
ver une équation dont le lieu foit un cercle , je prens fur l’A- 
fymptote AP la partie AB = 2a : & ayant mené BE paral- 
lèle a l’autre Alÿmptote je tire du centre A la perpen- 
diculaire A£ fur BE : & nonunant les données BEi g\AE y e\ 
je multiplie l’équation xy — mm =0 , dont l’Hyperbole don- 
née eft le lieu, par i ; & j’ai ^ = o.- J’ajoûte en- 

fuite cette équation à la precedente lorlque l’angle fait parles 
Afymptotes eft aigu, & je l’en retranche lorfqu’il eft obtus 
comme je le fuppoîè dans cette figure : cela me donne yy 
— i «7 •+• 4 ^jr -H xAf — X — = 0 , dont le ^ 
lieu eft un cercle * qui fe conftruit ainfi. 

Soit prife fur l’Alympcote ^J^la partie AD = 4 ^ du cô- Fie. ccxxn. 
té oppolé à PM : foit tirée parallèlement à AE , la ligne 
DC = -V- — du côté de PM lorfque cette valeur çû po- 
fiiive, & du côté oppofe lorfqu’elle eft négative : Enfin du 

centre C & du rayon CM = ^ AC -t- foit déait un 

cercle. Je dis qu’il coupera l’Hyperbole donnée & fon oppo- 
fée en des points M, d’où ayant mené des parallèles MP à 
l’Alÿmptote A^; les parties AP de l’autre Afymptote expri- 
meront les racines de l’égalité x* — -f x^ — xx 
^ ar ■ 4 - = 0: fçavoir celles qui font du côté de PM y 

les vraies ; & celles qui font du côte oppofé, les fauffes. 

Mm ij 
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Mais on abrégera beaucoup la conftruftion en oblervant i\ 

De prendre pour lunité arbitraire « la ligne 1» racme de la 

puiflance de l’Hyperbole donnée , qui eft le lieu de lequanon 

XJ = mm = aa , puifquc m-=^ a. a*. De profiter de Tiiv 

déterminée r pour égaler le dernier terme aatjr avec = xxjy : 

ce qui donne r = -^ 3*. Que le cercle qui doit déterminer 

par fes interférions les racines de l’égalité coupera neceflaire- 

ment l’Hyperbole lorfqu*il y a — 44^ , & fon oppofée lorfque 

c’eft -*-44^, en un point K , d’oîi ayant mené une Mrallcle F.c.ccxxnt 

KH à l’Afymptote ASl , la partie AH de l’autre Alymptote 

doit être égale à r , puifque_régalité du quatrième degré a 

pour une de (es racines x = r • De là on tire cette conftru» 

Sion qu’il eft facile de rendre generale pour toutes les égalités 

du troifiéme degré. , , ,.tt 

Je fuppofe que l’angle fait par les Afymptotes de 1 Hy- 
perbolc donnée foit aigu , & qu’ayant pris pour l’unité ar- 
&raire 4 la racine de la puiflance de l’Hyperbole donnée, 
on ait réduit l’égalité donnée du troifiéme degré fous cet- 
te expreflion x^ — nxx — apx — 44^ = 0 , Ayant pris fur 
l’Afymptote AP la partie AB = 2a, &. mené BE paralleleà 
l’autre Afymptote A^, on tire du centre ^ la perpendiculaire 
AEùxr BE i & ayant pris fur ^ 4 ^ la partie AL — ^ àu. côté 
de FM, parce qu’il y a — aa<j dans l’égalité donnée , on tire- 
ra LK parallèle a AP > & qui rencontre l’Hyperbole au point 
K. Celafait, 00 nommera les données BE , 5 ; , e ; f » 

& on prendra fur T Afymptote la partie .<4 O == '^ — T î 
= d pour abréger , & on tirera DC = paralle- 

le à y4E , en obfervaot de prendre ou mener ces lignes du côté 
de PM lorfque leurs valeurs font pofitives & du côté oppolé 
lorfqu’elles (ont négatives . On décrira enfin du centre C , & 
du rayon CK , un cercle qui coupera les Hyperboles oppofées 
en des points M , d’où ayant mené des droites MP parallèles 
à l’Afymptote A^b parties AP de l’autre Afymptote fe- 
ront les racines dcTégalité propofée — nxx — apx — aaq 
= 0. 

Car prolongeant les droites MP , KH , julqu’à ce qu’elles 
rencontrent la ligne DC aufli prolongée , s’il eft ncceflaire aux 
points G, F ; on aura ( à caufe des triangles reétangles CFK , 

CG Af) CCS deux égalités GM -t-CG =CM ,& FK -♦•CE’ 

M m iij 
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— CK : ÔC parcxjnfcqucnt GM Cg’ = fK^^CF*, puit 
que les lignes CM , CK , font rayons d’un même cercle . Or 
par la conûru£lion (je fuppofe ici pour éviter l’embarras des 
fignes -♦- & — , que 4^ — i ^ , c’eft à dire , que 

^ cette valeur eft pofitive ) C 3 f ou PM •^PG=y-*~-f^ x--*-//, 
V CC ou DG — JkS = -ff _ , PK ou KH -*-* HF = 

q CF on CD — DF = ii±iz±!L _ c cft 

pourquoi mettant à la place de ces lignes leurs valeurs analy- 
tiques dans l’égalité precedente GM CG = Fk’ •+• Cf‘ on 
en formera d’abord celle-ci | xy-^ 2 dy xx — 

nx — rx = qq L rq 2dq « 4 - n — «r — rr , en 

s'épargnant la peine d’écrire de part & d’autre les quarrés de d 
& de qui fc détruifent mutuellement . Si l’on confij 

dere à preifent qu’à caufe de l’Hyperbole > le reélanglc xy =. 
rq , Ce qu’à caufe du triangle reétangle AEB le quarré 444 

— gg-^eCf on changera l’équation precedente en celle-ci 7/ 

idy XX — »x — rx=^qq 2dq — er , dans laquel- 
le mettant d’abord à la place de id fa valeur 4 — ? 1 & en- 
fuite à la place ào y Ce yj leurs valeurs 4r & — , & ordon- 
nant l’égalité il vient . . 

• — nx^ — apxx — aaqx a* = 0 , 

— r H- »r - 4 » apr ‘ 

qui étant divife par x — r , donne enfin x^ — axx — apx- 

— aaq = 0 , qu’il falloir conftruire . 

Pour rendre cette conllruélion generale il faut obferver , 
1*. De prendre la partie AL fur l’Afymptote du côte 
oppofé à PM lorfqu’il y a >4- aaq dans l’égalité donnée ; & de 
changer de lignes les termes oh f & r fe rencontrent dans les 
valeurs de AD , DC , z°. De changer de lignes le terme où 
P le rencontre dans la valeur de AD lorfqu’il y a - 4 - apx dans 
l’égalité donnée , & de l’effacer lorfque ce terme y manque: 
il faut faire la même chofe à l’égard du terme où » fe ren- 
contre dans la valeur de DC , lorfqu’il y a — nxx. 3®. De 
changer de ligne le terme oh ^ fe rencontre dans la valeur de 
DC , lorfque l’angle fait par les Afymptotes eff obtus, & de 
l’effacer lorfqu’il eff droit, en obfervant alors que e=2a. 
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•R E M A R Q_U E. 

404. T /ALGEBRE non S fournit des moyens faciles pour transfor- 
mer toute égalité du quatrième degré , en une autre du mê- 
me degré dont les (ignés des termes foicnt alternatifs. Or 
comme alors fon dernier terme aura toujours le (igné «4- , il 
e(l vidble qu'en fe fervant de cette préparation lorfque le der- 
nier terme de l’égalité qu’on veut conftruire a le ugoe - — , 
on rend la méthode du Problème generale pour toutes fortes 
d'égalités du quatrième degré . Mais parce que toutes les ra- 
cines réelles d’une égalité , font vraies , lorfque les (ignés de 
fcs termes font alternatifs i il s’enfuit qu’on n’a befoin alors 
que de l’Hyperbole donnée, puifque fon oppo(ée qui ne fert 
que pour les racines fauffes devient inutile . 

PROPOSITION VIL 
Problème . 

■S'oIT propofée àconjlruire T égalité du ftxiémé degré x* — bx* 
■^- aex* -4- aadx^ a'exx — a*fx ■4*a’g =0, ou x* — bx* 
•4- ex* *4- dx’ -4- exx — fx -4- g = 0 ( en .foutjptendant la 
ligne a qui rend le nombre des dmenfionf^éged'ditns .'(flaque 
terme, & que Ton regarde comme T unité )> par Te moyen cTun 
cercle, & d'un lieu du troifiéme degré. 

Je prends pour le lieu du troifiéme degré — mxx — »x 
•4» ^ = — pxy , dans lequel les quantités m , n, p, q , que 
l’on regarde comme données, (è doivent déterminer d’une 
maniéré convenable pour fatisfàire au Problème ; ce que je 
fais en cette forte: 
en quarrant chaque membre , j’ai 

•4e mmié^ «fi mnxm — 4i ff = ppMxyjo 

— a» «f — amf 

& comparant les termes - — zmx\ — i»qx , -h qq avec 
leurs correfpondans dans la projwfée — bx\ — A, g, je 
trouve m= q=vég, n = & par confequent 

X* — - zmx^ — rrsqx ^ qq-= x* — bx' — â- Si l’on 
met à prefent à la place de — zmx' — inqx ’^qq fa va- 
leur ppxxyy — mmx^ &c. trouvée par lè moyen de l’équation 
precedente, & à la place de x* .-^bx' ^ fx-^ g fa valeur 
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— fAf* — d)^ &c. trouvée par le moyen de l’égalité donnée,' 
& qu’ayant divifé par xx , bn tranfpofe toutes les quantités 
du même côté , on formera cette équation 

pŸjj — mmxx — %mnx — nn = 0 , 

• 4 - 2 » — 2f « 4 - imq 

• 4 ‘ f d ■+■ e 

dont le lieu fora un cercle Ci la quantité c -H 2» — mm 
(qui multiplie le quatre xx) eft pofitive, & qu’on prenne pp 
= c — ~l>b, car divifant par pp, & faifant pour abré- 
ger 2r = ôcis = **^'*‘ 1 ou on 

aura^/ •¥> xx — irx - 4 - // = 0 : fçavoir // lorlque 
e furpaffe nn -, & — //, locrqu'il eft moindre. 

Pour conftru^e la ligne courbe qui eft le lieu de la premie» 



re équation x* • — xx — »xf * 4 - f = — pxy , je Tuppofo à 
l’ordinaire deux lignes droites inconnues & indéterminées AP 
Fic.ccXXlV,(;if^^ pj^{ (y') qui faflent entr’elles un angle droit APMi & 
je tire par l’origine A des x, une ligne droite indéfinie A^ pa- 
rallèle a PM, for laquelle ayant pris du côté de PM la par- 
tie AG j, & du côté oppofé la partie GB ~ -dp , je mené 
du côté de PM la droite BC — m perpendiculaire 
la fait , je décris for un plan foparé une Parabole MEM qui 

ait pour paramétré de fon axe la ligne ^ = V'c -*- 2» — mm, 
& ayant placé ce plan for celui-ci en forte que l’axe de la 
Parabole fc confonde avec la ligne A£l^ & que la Parabole 
s’étende vers le côté oppofé à PM, je prends for cet axe de- 
puis fon origine £ vers le dedans de la Parabole la partie EF 
BG — df . Je me fors enfin d’une longue réglé indéfinie 
CF mobile autour du point fixe C, & qui pafle toujours par 
le point F, & la faifant tourner autour du point C , en for- 
te qu’elle falTc glifler la partie £F de l’axe de la Parabole le 
long de la ligne Je dis que les deux interfcflions conti- 
nuelles M, M, de cette réglé avec la Parabole MEM décri- 
ront dans ce mouvement deux lignes courbes qui feront le 
lieu qu’on demande. Car par la conftruélion AB ou AG — ■ 

G£ = J & par la propriété de la Parabole £.Q = 

■— puWque AP ou Mj^= x. Or les triangles fcmblables 
Ff^M , MDC , donnent F^^ou £^ — £F ( f- — . 

SIM {x) :: PM OU FM (y 4f p. CD (m—x). 

^ Donc 
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Donc en multipliant les extrêmes & les moyens, on aura 
x’ — mxx — nx q = — pxy. Et fi l’on prend fiicceffi. 

vement les points M dans les trois angles qui fui vent celui ci, 
on trouvera toujours la même équation , en obfervant de fai- ^ 
re xiP = — X & PM =■ — y lcrfque les points P ik. M 
tombent du côté oppofé à celui-ci : de forte que ces deux li- 
gnes courbes, qu’on peut appeller concholdes parahofujues , fe- 
ront le lieu complet de toutes les valeurs tant vraies que faufi 
fcs de l’inconnue^ , qui répondent à toutes les valeurs tant 
vraies que faufles de l’autre inconnue ,v , dans l’égalité x^ — 
mxx — nx ^ q =■ — pxy . 

Pour confiruire le cercle qui eft le lieu de la fécondé équa- 
tion yy XX — 2TX = 0 , il n’y a qu’à prendre fur la 
droite indéfinie AP la partie AH = r du côté de PM lorfque 
la valeur de r eft pofitive , & du côté oppofé lorfq u’elle eft 
négative ; enfuite du centre du rayon HM = y/rr^ is, 
fçavoir — //, torfqu’il y a -t- // dans l’équation ,&-♦•// lorf- 
que c’cft — ;/ , décrire un cercle ; car à caufe du triangle rec- 

* , — > —J —ï 

' ^r^ &iüPM s on aura toujours HM —HP PM , cefl 
à dire en mettant les valeurs analytiques , & tranfpolânt tous 
les termes d’un c 6 :cyy xx — 2rr // = 0 . 

Je dis maintenant que fi des points M oîi ce cercle rencontre 
les conchoïdes paraboliques on mene des perpendiculaires MQ 
fur la droite indéfinie A^ ces lignes feront les racines de l’é- 
galité propofée: fçavoir celles qui tombent à droit, les vraies ^ 

& celles qui tombent à gauche , les faufles. Car menant des 
parallèles MP à Aj^, on trouve par la propriété des conchoï- 
des cette équation x^ — mxx — nx^q = — pxy , c’eft à 
dire en quarrant chaque membre ^ ppxxyy = -♦- x* — 2 wjx* 

&C i & par la propriété du cercle, cette autre ;vx — 2rx 
•*“/j = o, laquelle étant multipliée par ppxx donne ppxxyy = 

— ppx* 2pprx^ -4- ppfsxx . Et comparant enfemble ces deux 
valeurs de ppxxyy , on formera une égalité dans laquelle fi l’on 
met à la place de 2r , // , /y> , w , « , f , leurs valeurs , on 
retrouvera l’égalité propofée x’^ — hx^ &c. 

S’il y avoir dans l’égalité propofée — àx^ au lieu de dx^, 
il eft viû'dIc qu'en prenant alors ar == , le refte de 

Na 
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la conftru£lion ne changcroit point , puilque J ne fè rencontre- 
que dans la valeur de r. Et comme alors tous les lignes des 
termes de réalité propofée li>nt alternatif ; c’ell une maxime 
reçue en Algèbre que toutes fes racines réelles feront vraies ; 
c’efl à dire , que fî cette égalité a deux racines réelles & qua> 
tre imaginaires , les deux réelles feront vraies > fi elle en a 
quatre réelles 6 c deux imaginaires, les quatre feront vraies > 
& enfin fi toutes les fix font réelles, elles feront toutes vraies. 
D où Ion voir qu’on n’â befoin alors- que de la conchoïde qui 
efi décrite par la moitié de la Parabole qui tombe du côté du 
point fixe C puifque l’autre ne fert que pour les racines fauf> 
fes. 

S’il arrivoit que la valeur du rayon du cercle fût nulle ou' 
imaginaire , ou enfin fi petite qu’il ne touchât , ni ne coupât 
les deux conchoides en aucun point > ce feroitune marque in* 
faillible que toutes les racines de l’égalité feroient imaginaires. 
S’il les coupât en fix pdnts, toutes les racines feroient réelles. 
£t enfin s’il ne les coupoic qu’en quatre ou en deux , il n’y au* 
roit que quatre ou deux racines réelles , & les autres feroient 
imaginaires 11 faut toujours prendre garde que fi le cercle tou* 
choit l’une des conchoïJes en quelque- point , on doit regarder 
ce point comme s’il réUnififoit deux pomts infiniment proches , 
en ferte que l’égalité propofee auroit deux racines égales à la- 
perpendiculaire menée de ce point fur BE. 

R E M A R E L 

Jl fuit de la defeription des deux conchoides paraboliques',. 
I». Qu’elles ont pour Afymptotc commune la droite BE infi- 
niment prolongée de part & d'autre . a*. Qu’une des coochoî- 
iJcs pafle par le point fixe C , & qu’alors la réglé CF la tou- 
chera en ce point, puifque le point M Ce réünifiant au point 
la réglé pafle par deux points infiniment proches de cette li- 
gne courbe . 3*. Que lorfque le point F tombe fur B , la rè- 
gle CF qui décrit par les interfcâions M, M, avec la Pàra- 
^Ic Us conchoîdes , tombe fur CB, & qu’ainfi la h'gnc MFM 
devient la double ordonnée qui part du point F : c’eft à dire 
que la ligne CB rencontre les deux conchoides en deux points 
K , L, tels que BK & BL font égales chacunes à l’ordonnée 
B l’axe de la Parabole qui part du point F . D’où il efl clair 
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^ue G BC érait égale à cette ordonnée , le point K tombertût 
«lors fur le pc^t C ; & qu’ainG la ligne BC ^ui paGerok par 
deux pohfics loGniment proches TT , C de la conchoïde la tou- 
therüit en Ce réunifiant toute entière dans le feul point C . 

Il n’eft pas neceflaire de Ce fcr?ir de la Parabole pour Fie ccxxv. 
trouver les points des conchoïdesj car ayant pris Gir BE la par- 
tie BO égale au paramétré de la Parabole ^ èc décrit d'un dia- 
mètre quelconque OR plus grand que OB un cercle qui coupe 
BC aux ptûnts V , D ; oa prendra fur ce diamètre la paritie 
BS égale à EF , & on tirera par le point fixe <7 les deux droi- 
tes CM , CM , parallèles à VS , DS , qui rencontreront les 
parallèles DA/, DM, à EB en des points M , M y qui feront 
aux deux oonchcâ’des. Car ayant prolongé CM jufqu’à ce qu* cJ- 
fc rencontre l’Alymptote au peunt F ; & mené Mï^ paral- 
lèle à £C ; il cft clair que les triangles rcftangles MS^Fy DBS , 
feront égaux, & qu ainfi FjQ_cfl égale à BS. Or ayant pris BS 
égale à £F; on aura EF F^ ou. EjQj= RS -t- SB ou RB-, 

& la Parabole EM qui a pour iommet le point E, & pour p- 
rametre une ligne ^aie à BO , pfiera par le point M • puif- 
qoe pr la propriété du cercle lequarré de BD ou efi égal 
au reâangle de BB ou £^par le paramétré de BO > ce que 
donne aufii la propriété de la Parabole . D’où il fuit que le 
point M trouvé pr cette confiruélion , n'efi ps dil&rent de 
celui que donneroit l'intcrfcéiion de la règle CF avec la demie 
Parabole EM. Et ccjl ce qu'il fallait ^montrer. 

Si le point V étoit donné, il ne iaudroic pour avoir le point 
Ji y que inener VB prpcndiculaire à OD ; &L le refie de la 
'Confiruâton ne cbar^eroit point. 

J’avertirai ici en paffànt , i*. Que G l’on prend fur BC du 
côté du point C , une partie BD égale à la vraie racine de l’é- 
gàlité du troifiéme degré x* — -jnixx — == o ( les don- 

nées BC — m , EF = a , BO = p)\ &. qu’on trouve enfui- 
te le point M comme l’on vient d’enfeigner : ce point fera plus 
éloigné de la droite BC que tous les autres points de la prtion 
KMC , de forte que la tangente qui pflè par ce pint fera p- 
rallele k BC . 2 *. Que G l’on prend fur BC prolongée de l’aur 
cre côté du point B , une prtie BD égale à la vraie racine de 
l’égalité — m>ip ==« ; Je point M de la conchoïde , qui ré- 
pond au pint D , en fera le point u’infiexion : c’efi à dire Je 
point où de concave elle devient convexe. Comme ceci dcpnd 

Nn ij 
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des principes que j’ai établis dans mon Livre des Infiniment 
petits , on doit le fuppofer comme vrai , & remetre à en cher- 
cher la raifon après avoir lû ce Livre ou quelque chofê d’é- 
quivalent , d’autant plus que cela cft inutile pour la refolution 
des égalités du fixiéme degré dont il ell ici queflion. 

R E M A R Q_U E II. 

407. I L efl vifible que pour décrire les deux conchcïdes paraboli- 
ques , il faut 1°. Qiie la ligne BC ( ffc ) ait quelque grandeur , 
& qu’ainfi l’égalité propofée doit avoir un fécond terme . a*. 
Qiie le terme q ne peut être nul dans l’équation — mxx — 

— — fxy , puifqu’en divifant par * , elle deviendroit 
cette autre xx — rr/x — n — — py, dont le lieu efl une Pa- 
rabole ; d’où il eft clair que le dernier terme g fs doit trouver 
dans l’égalité propofée avec le ligne -t- , puilque q = ^/g. 

De plus fl le terme /À: avoir le ligne on lui donneroit 
le ligne • — en changeant aulli les lignes du deuxième & du 
quatrième terme ; ce qui ne troubleroit point l’égalité , mais 
changeroit feulement les racines fauffes en vraies & les vraies 
cnfaullès. Et afin que le lieu de la deuxième équation pût 
être un cercle, il faudroit que c (fçavoir c lorfqu’il y 
a -t- , & — c lorfquil y a — ) furpallât \ bh. D’où 

l’on voit que le terme fx manquant , il faut que le terme cx^ 
ait le ligne , & que c furpallè \bb > & que li le terme ex* 
manque , doit furpalTcr 

11 eft donc évident que ce font là les conditions que doit 
avoir necelfairement l’égalité propofée du fixiéme degré, afin 
qu’on la puilfe conftruire immédiatement par le moyen des 
ccnchüides paraboliques , & du cercle , comme l’on vient de 
faire la precedente . 

R E M A R Q_U E III. 

408. J^ORSQUE l’égalité donnée n’ed: que du cinquième degré , 
on peut fouvent en l’élevant au fixiéme, lui donner en même 
temps toutes les conditions nccelTaires pour être conllruite 
immédiatement. En voici quelques exemples. 

Soit i“. x'‘ — a*b =. 0} où l’on fuppofe que a furpalTe &. Je 
multiplie cette égalité par pour avoir celle du fixiéme 
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X* — hx'^ — a'^èx = 0 , qui a toutes les conditions re- 

quilës dans la remarque precedente. 

Soit 1°. JC* — ^aax^ H- sa'*x — ■ = o , dans laquelle a 

furpaflc^. Je multiplie cette égalit^’ar x — b, & j’ai x* — bx^ 

— ^aax* ^aabx^ H- ^a'^xx — fa'^bx a*bb = o , qui a 
toutes les conditions necelTaires. 

Soit 3®. X* — ax* — ^aax’ •+- ^a}xx 3<jV — a* = o . 

Je multiplie cette égalité par x — 4a > ce qui me donne 
X* — 5ax* •+“ lÿo} x^ — gaiüxx — 4a* = 0 , qui 

eft une égalité du fixiéme degré , dans laquelle toutes les con- 
dirions necelTâires fe rencontrent. 

Il eft bon d’avertir que la première égalité x’ — a*b=o , 
fert à trouver quatre moyennes proportionnelles entre les deux 
extrêmes A , B -, que la féconde x’ — 5aax* &c. fert à divi- 
fer un angle donné en cinq parties égales; & enfin que la troi- 
fiéme X* — ax'^ &c. fert à inferire dans un cercle donné un 
Polygone régulier de onze côtés : & c’efl ce qu’on verra dans 
les articles du Livre fuivant . Je vais donner la conftruâion de 
la première de ces égalités, afin qu’on la puiflé comparer avec 
celle qu’on trouve à la fin du troifiéme Livre de la Géomé- 
trie de M. Defeartes. 

Ayant décrit une Parabole ME qui ait pour le paramétré Fig.cgxxvi. 
de fon asc une ligne p ■=. >/ aa — \^bb , & pris du côté que 
l’on voit dans la figure les lignes AG = -jp, GB ou EF=4AG, 

BC = ^b , AH — , & une ligne / = ~\^^bb — aa, 

ou -ffy/aa — ^.bbi on décrira d’abord une conchoïde parabo- 
lique COM ( comme l’on a enfeigné dans l’article 404) à l’ai- 
de de la Parabole ME , & d’une longue réglé CF qui tourne 
librement autour du point fixe C , & qui pafie toujours par le 
point F , pendant que la partie EF de l’axe de la Parabole 
glifie le long de la ligne ; & enfuitc un cercle du centre H 

& du rayon JHM — AH ^ st ,• fçavoir u lorfque 4W 

furpafle aa , & — si lorfqu’il eft moindre . Je dis que fi des 
points O , Mf où ce cercle rencontre la conchoïde, on mene 
des perpendiculaires OR , MP , fur AP ; les parties Ali yAP^ 
feront les racines de l’égalité x* — hx^ — a*bx-^ a'^bi — 0 . 

Cela fe prouve comme dans l’article 404. j; 

N n iij 
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On peut s’épargner la peine de trouver une ligne s = 

— aa t ou -if^aa — ; fi Ton ûit attention que l0 

/-f cercle décrit du centre doit couper U oonchoïde COM en 

un point O , tel qu ayant picné OR perpendiculaire fur AP , 
on a la partie = b ; puifqoe l’nne des radnes de cette £- 
galité eft ;e = ^ . C cft pourquoi ayant pris fur AP la partie 
/IR = 3 , & tiré RO perpendiculaire à AP & qui rencontre 
en O la conchoïde COM ; il n’y a qu’à décrire du centre H àc 
du rayon HO un cercle. Car il ia coupera en un autre point M» 
tel , qu’ayant mené MP perpendiculaire fur AP , ht ligne AP 
fera la plus grande des quatre moyennes proportionnelles qu’oa 
demande. .Comme le cercle décrit du centre H ne coupe la 
conchoïde qui païTe par le point C qu’en deux points O, Jlf., 
& ne rencontre point.l’aurrc ; il s’enfuit que l'égalité propofée 
X* — frr’ &c. n’a que deux racines vraies AR , AP , & les 
quatre autres imaginaires. 

. J 

R £ M A R Q_ü E IV. 

i ORSoUE l’égalité donnée du fixiéme degré n’a point leg 
conditions necefTaires pour être confiruite immédiatement par 
la méthode que l'on vient d'expliquer , ou bien qu'étant du 
cinquième degré , la remarque precedente fe trouve inutile , 
on pourra (e ^rvir 'de la préparation qu’enfeigne M. Defeartes 
; dans le troifiéme Livre de fa Geometrie . On y trouve la ma- 

niéré de transformer toute égalité du cinquième ou du fixié- 
me degré en une autre du fixiéme , dans laquelle tous les tcN 
mes fc rencontrent avec des fignes alternatifs , & oh la quan- 
tité connue du troifiéme terme furpafie le quarré de la moi. 
rié de la quantité connue du fécond : ce qui rend la conitruc- 
tion du Problème generale pour toutes fortes d’égalités du 
cinquième ôc du fixiéme degré . Je ne m’arrêterai point ici à 
expliquer cette préparation , parce qu’elle dépend de l’AIge- 
bre pure dont je n’ai point entrepris de parler, & que d’ailleurs 
je vais donner dans la propofition fuivante une confh-uftton ge- 
nerale pour toutes fortes d’égalités du cinquième & du Cxic- 
me degré , qui ne fappofe point d’autre préparation que celle 
de faire cvaooüir le fécond terme . 
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PROPOSITION VIII. 

Problème . 

410. Y ROyiÆR /w raeinei de Ngalité x* — bx* — ex» -*»dxxFic.ccxxvir 

fx g = O, par le moyen d'une première Parabole cubi- 

que donnée , & ef une SeSlion conique. 

Soit aay = I équation dont k lieu efl la première Pa- 
rabole cubique MAM ( AP = , PM = / » AB = <1 ) . 

, je mets dans l’égalité propolèc à la place de j?* la valeur a*yy^ 
à la place de x* là valeur aaxjy & à la place de fa valeur 
aayi cc qui la change en cette équation du fécond degré yy 
— — = 0, dont le 
lieu cft une EUipfe * lorfque d furpafle \hb , c’eft à dire y 
laïque la quantité connue qui multiplie xx furpaffe le quat- 
re de ta moitié de la quantité connue qui multiplie y com- 
me je le fuppofe ici . Et fi l’on veut que la ligne qui fait l'of- 
fice de Tunité dans l’é^té propofée, & qui y eft fous en- 
tendue ,• Ibit égale au paramétré 4 de la Parabole cubique 
donnée > cette équation fe changera en celle-ci j[y — ^xy — 
cy^x XX — & -t-4g = o, dont voici la conltruélion. 

Ayant pris hir la droite indéfinie AP la partie AB — f y 
on- tirera parallèlement à PM & du même côté les droites 
BB — \by AD = if: & on mènera par le point A la droi- 
te (<•) , & par le point D une parallèle DG à AE , fur 
laquelle on prendradu côté dePjlf la partie 
& de part & d’autre du point C les parties GK , CL, égaies 
chacune à f = v^/x Cela fait, du diamètre LK 

( xt ) qui ait pour paramétré une ligne KH = , & 

pour ordonnées des droites parallèles à PM y on décrira l’El' 

Hplé cherchée . 

Maintenant fi des points de rencontre de cette Ellipfe avec 
la Parabole cubique- donnée, on abaiflè des lignes MP qui 
fafiènt avec AP l’angle donné ou pris à volonté APM, les par- 
ties AP de la droite indéfinie fur laquelle s’étend rindétermi- 
oée X feront les racines cherchées, ^voir celles qiû tombent 
du côté où l’on a fuppolc PM en faiîant la conftruéHon , les 
vraies i Sc celles qui tombent du côté oppofé , les fàulTes. Car 
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par la propriété de la Sefbion conique il vient yy — xy 

— cj ^ L XX — fx - 4 - = 0 , & par la propriété de la 

Parabole cubique , ^ & mettant cette valeur à 

la place de & fon quarré à la place de yy dans l’équa- 
tion precedente , on retrouve l’égalité donnée x* — abx* 

— aacx^ &c. = fl. 

R E M A R Q^U E I. 

41 1/ J^'ouTE égalité du cinquième ou du fixiéme degré étant don- 
née , fi l'on en fait évanouir le fécond terme , & qu’après l’a- 
voir multipliée par l’inconnue x lorfqu’clle n’cft que du cinquiè- 
me degré , on fe ferve du paramétré a de la Parabole cubi- 
que donnée pour réduire fous l’expreffion ab les quantités con- 
nues qui multiplient x* , fous l’exprefiion aac celles qui mul- 
tiplient «•' &c. ; il cft vifible qu’en faifant la fubrtitution com- 
me ci-defius , on transformera toûjours l’égalité donnée en un 
lieu du fécond degré . D’où l’on voit qu’ayant une fois décrit 
avec exadlitude une Parabole cubique qui ait pour paramètre 
une ligne quelconque a , & dont l’angle APM que font les ap- 
, pnquées PAf avec le diamètre AP , peut être pris à volonté; 

on pourra toûjours par fon moyen , en [décrivant de plus une 
Sedlion conique convenable , refoudre toutes fortes d’égalités 
du cinquième & du fixiéme degré» 

R E M A R Q^U E II. 

4i Z. T jORSQü’APRE's avoir fait évanoüir le fécond terme' d’une- 
égalité donnée du cinquième & du fixiéme degré , dk l’avoic 
multipliée par l’inconnue x fi elle n’eft que du cinquième ; la 
quantité connue qui multiplie le quarré xx eft pofitive , & 
furpafie le quarré de la moitié de celle qui multiplie x*: or» 
arrivera toûjours en faifant la fubfiitution par le moyen de 
aay = x' , à une équation du fécond degré dont le lieu cil 
une Ellipfe, comme l’on a vû dans ce Problème . Or l'on 
pourra toûjours faire en forte que cette Ellipfe devienne ua 
cercle , mais alors la Parabole cubique ne peut plus être 
donnée . Voici comment il s’y faudra prendre . 

37Î. Ayant trouvé une ligne dont le quarré de quarref 
à* foit égal à la quantité. connue qui multiplie xx , on fe 
fervira de cette ligue a pour réduire fous rcxprciïïon ab tou- 

ces 
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tfs les quantités connues qui multiplient fous l’cxprcffion 
celles qui multiplient &c; ce qui réduira légalité don- 
née fous cette forme a;* ^ aix* aaex^ a*xx ^ a*fx h* 

= 0 . Et mettant a*jy , aaxy ëc aay à la place de x* , x* 

& A^, on trouvera cette équation du fécond degré yy ^ ^ xy 
i4* cy XX ^ fx ^ ag = 0 , dont le lieu fera * un ^rcle , , . 

ÏTl’on fait en forte que l’angle AEBjoit droit; ce qui eft fa- }ij! 
cile en cette maniéré . 

Ayant pris fur la droite indéfinie AP la partie =a, on Fie. ccxxvm 
décrira de cette ligne comme diamètre un demi cercle AEB ^ 
du côté où l’on fuppofe que PM doit tomber , lorfqu’il y a 

— 4 & du côté oppofé lorfqu’il y a -f- 4 . On porte- 

ra fur la demi circonférence de B en £, une ligne BE = ^i, 

Ce ayant tiré yl£ ( r ) , la ligne PM doit être parallèle à BE , 

>& on achèvera le refie de la confirudlion comme pour l’Elli* 
pfe , qui deviendra alors un cercle ; puifque l’angle CGM fe- 
ra droit, ôc qu’à cau/c du triangle rcélangle AEB il vient w 
= aa — a, qui doit exprimer la raifbn du diamètre L/C 
à fon paramétré. La figure qui eft ici à côtéreprefentcla cbn- 
ftruélion de l’équation yy — ^ xj — cy xx — fx — ag 

— 0, qui n’cft diflerente de celle du Problème qu’en ce que 

d= a. 

Maintenant ayant pris fur la ligne AB autant de parties 
AP y AP, &c. qu’on voudra , & mené des parallèles PM, 

PM , &c. à BE i on prendra chaque PM égale à la quatriè- 
me proportionnelle à fa correfpondante AP & la donnée AB . 

Et faifant paffer une ligne courbe MAM par tous les points 
M ainfi trouves, il eft évident qu’elle fera le lieu de l’équation 
A?» = aay , & par confequent la première Parabole cubique 
qui par fes points d’interfeélion M, M , avec le cercle , fer- 
vira à découvrir les racines AP , AP ^ de l’égalité pro- 
poféc. 

R £ M A R Q_U E III. 

(^OMME l’on a parlé fouvent dans ce Livre des Paraboles de 
tous les degrés , & qu’on vient même d’employer la première 
Parabole cubique pour refoudre les égalités du cinquième & 
du fixieme degre ; je crois qu’il n’eft pas hors de propos d’exa- 
miner les differentes figures qu’elles peuvent^ avoir . Soient 
dore données de pofition deux lignes droites indéfinies BC, DE, 

Oo 
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Fig. ccxxix. qui s’ent recoupent au point A , & foit dans l’angle B AD une 
Parabole AM de tel degré qu’on voudra , dont la nature e(l 
telle qu’ayant mené d’un de fcs points quelconques M une pa- 
rallèle MP à DE , qui rencontre BC au point P ; & ayant nom- 
lué les indéterminées ./ 4 P , a’; PM t y\ la donnée AB , n 
on ait toûjours x” = y ( les lettres w & « marquent les cx- 
pofans des puiflances de & / qui peuvent être tels nombres 
pofitifs entiers qu’on voudra ; & l’on fuppofê feulement que 
m furpaflè » ) . Il cft évident i’’. Que AP (x) étant nulle ou 
xcro , PM iy ) l’cft aufli , & que plus AP ( x ) croît , plus 
auHi PM (y) augmente» & cela à l’infini. 2*. Que la fou- 
»37. tangente PT * ( 5 a?) cft toûjours moindre que> 4 P (x), puit 
que l’on fuppofe ici que n foit moindre que t » . D’eù il fuit que 
la Parabole AM de tel degré qu’elle puiflè être , paffera toû- 
jours par le point A ; qu’elle s’éloignera de plus en plus à l’infi- 
ni de la droite BC que l’on regarde comme fon diamètre > & 
enfin qu’elle tournera fa convexité du côté de ce diametee . 
Mais comme la ligne courbe AM qui tombe dans l’angle 
DAB , n’eft qu’une portion de cette Parabole , il refte à exa- 
miner dans lequel des angles DAC , CAS , EAB , elle doit 
fe continuer ; & pour cela il (àut diftinguer trois difièrenscas- 

Premier cat . Lorfque l’expofant m de la puitfance de xcA 
un nombre pair , & l’expofant » de la puiflance de y un nom- 
bre impair . La racine m de x” fera x , & la racine a de 
y” fera feulement ; car foit par exemple , w = 4 , & » 
= 3 , il eft clair que le qnarré de quarré où la puiflance qua- 
trième de “iir X eft toûjours x* , Sc qu il n’en cft pas de même 
du cube de ; puifquc le cube de -*-7 eft j»* , & celui de 

tFio.ccxxix. — ^ eft — /. Dc-là il cft évident que AP (x) peut être po- 
fiiive & négative, 6 c PM (y) toûjours pofitive ; d’où l’on 
voit que la Parabole AM doit fe continuer dans l’angle DAC , 
qui eft à côté de l’angle B AD , en forte que fi par un point 
quelconque K de la ligne AD , on tire une parallèle à BC elle 
rencontrera la Parabole en deux points M, qui fe- 

ront également éloignés du point K . Telle eft la Parabole or- 
dinaire qui cft le lieu de l’équation xx = ay f ou xx = y en 
faifânt le paramétré 4=1. 

Second cas . Lorfque les expofâns m 6 c rt font des nombres 
impairs . La racine m de x” fera feulement •¥- x , 6 c de mê- 
me la racine n fera -4-;'; mais parce que l’équation — Af” = 
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— f eft la même que a:"- = 9»*, & que la racine m de — 
eft — X , & la racine » de — /eft — y ; il s’enfuit que ^iP 
(x) peut être pofitive & négative de même que PM (y) , en 
obfervantque lorfque^^P eft pofitive , PMYefi auffi, & au Fic,cc»xx. 
contraire . D’où l’on voit que la Parabole AM doit alors fe 
continuer dans l’angle CAB oppole au fommet à l’angle B AD , 
dans une pofition toute femblable, mais renverfée ; en forte 
que prenant AP égale à AP, & menant PM qui fafife avec 
l’angle APM égale à l’angle 5 cette ligne PJVT ren- 
contre la portion AM qui tombe dans l’angle CAB t en uiï 

P jint M tel que PM eft égal à PM . Telle eft la première 
arabole cubique x’ = aay y où x» =/ en faifant a=i. 

Troifiime cas . Lorfque l’cxpofimC m de la puiflànce de x eft 
no nombre impair , & l’expofant » de la puiftance de y un 
rwmbre pair, La racine i»de x”* fera toûjours x, & la ra- 
rine » de / fera ^ ;r ; car foit [ar exemple , AM une fécon- 
dé Parabole cubique qui eft le lieu dé l’équation x* = ayy , ou Fic.CCXXîU. 
i^-^yy ^ il eft clair que la racine cubique de ar’ eft feulement 
H- , & que celle deyy eft 'âfiy. D’où il fuit que la Parabo- 
le AM doit fe continuer dans l’angle BAE qui eft à côréde l’an- 
gle B AD ; en forte que C l’on mene par un point quelconque 
P de la ligne AB une parallèle à DE, elle rencontrera la Pa- 
rabole enciere MAM en deux points M, M, également éloi- 
gnés du point P. 

Or l’équation generale. x"=f appartient toûjours à l’un de 
ces trois cas ; car fi 1» & n étoient deux nombres pairs , on 
extrayeroit de part & d’autre la racine quarrée autant de fois 
^u*il foroit poffible i ce qui la reduiroit à une équation dont 
iun des expofans feroit necefiài rement impair. Ét l’on peut 
toûjours fnppofer que m furpafle » > car s’il étoit moindre yôc. Fic.ccxxxu, 
qu’on eût par exemple , aax = / , 00 trouverwt en rappor- 
tant les points de la Parabole AM à ceux de la ligne DB , ôc 
nommant alors AK , x ; KM,y;cette autre équation x»= aa/ 
qui exprimeroit aulTi la nature de la même Parabole AM, ÔC 
dans laquelle l’expofant de la puiftânee de Areft plus grand que 
celui de la puiftànce dey ; de forte qu’on pourroit raire alors 
le même raifonnement par rapport à la ligne DE , qu’on vient 
de faire par rapport à la ligne BC . De-là il eft évident que tou- 
tes les Paraboles de tel degré qu’elles puiftènt être , auront toû^ 
jours l’une des trois figures precedentes. 

Oo ii 
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PROPOSITION IX. 

Probicmc . / 

.. 4 , Son- profofée à conjlruire l’égalité Ju huitième degr^x * — bx'' 
•+• ex* — dx’ ex* — fx» •+• gxx — hx - 4 - I = o , Janr la~ 
quelle aucun terme ne manque, par le moyen de deux lieux geo^ 
métriques ; fun du fécond degré , & î autre du quatrième. . 

Ayant pris xx = ay pour le lieu du fécond degré , on 
fubftitucra à la place de^?*, éé* , x* , z», x* , x\ Scxx, 
leur valeurs a* y* , a^ y^ x , a^y^ , aayyx, aayy , ayx f ay , 
& en prenant la droite donnée a pour l’unité , on aura 
cette autre équation y* — ~ xy^ cf — dxyy h- œyy — afxy 
aagy — aabx’^tél = o dont le lieu eft du quatrième 
degré , des plus fimplcs > puifque l’une des inconnues x 
n étant quau premier degré, on pourra en déterminer tous 
les points en ne fe fervant que de cercles & de lignes 
droites. 

Si Ion conflruit à prelcnt la Parabole qui eft le lieu de 
la première équation xx = ay , & qu’ayant pris pour y 
autant de différentes grandeurs que l’on voudra ; on déter- 
mine les valeurs de x qui leur répondent dans la féconde 
équation ; le lieu qui pafTera par les extrémités de toutes 
les Ji» , & qui fera par confequent celui de la fécondé é- 
quation , déterminera par le moyen des points où il ren- 
contre la Parabole , les valeurs cherchées des racines de l’é- 
quation donnée . Ce qui eft vifible ; puifque mettant dans 
cette fécondé équation pour y fa valeur ~ , & pour les 
puilTances de y les puiffances de cette valeur , on trouve 
l’équation donnée x' — hx' &c, = o . 

> 

Corollaire I. 

41 J. l’unité a eft arbitraire, on peut fuppofer qu’el- 

le eft donnée , & qu’ainfi la Parabole qui eft le lieu delà 
première équation xx = ay eft donnée . Or if eft évident 
quon pourra toujours par le moyen de cette équation trans- 
former toute égalité du fêptiéme ou huitième degré , ea 
une autre équation du quatrième , dans laquelle 1’ incoiv 
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nuê Af ne fc trouve qu’au premier degré. D’oîi il fuit que 
toute égalité du feptiéme ou du huitième degré , dans la- 
quelle ou tous les termes fe rencontrent ou feulement une 
partie, fe pourra toujours condruire par le moyen d’une Pa- 
rabole donnée & d’un lieu du quatrième degré , dans lequel 
l’une des inconnues ne Ce trouvera qu’au premiers & cela 
fans autre préparation que de prendre pour l’unité le para- 
métré a de la Parabole donnée , afin de réduire fous l'e-V- 
prefoon 4t. les quantités connues qui multiplient x*, fous l’e.x- 
preflion aad celles qui multiplient x' , &c. 

• Corollaire II. 

prouvera de même que toute égalité du neuvième ou 
du dixiéme degré fe pourra toujours conflruire par le moj en 
d’une Parabole donnée , & d’un lieu du cinquième degré 
dans lequel l’une des inconnues ne fe trouvera qu’au premier 
degré : que les égalités de l’onzième & du douzième degré 
le conftruiroot encore par le moyen d’une Parabole donnée', 
& d’un lieu' du 'fixiéme degré \ ÔC ainfi de fuite pour les au- 

. très à l’infini. 

< . 

proposition X. 

Problème. 

417* Construire VigaUté du neuvième degré x* — bx'^ 
cx‘ &c = O, dans laquelle tous les termes fe rencontrent ex- 
cepté le fécond ; par le moyen de deux lieux géométriques cha- 
cun du trof/iéme degré. 

Ayant pris xé = aay pour l’un des lieux du troifiéme de- 
gré , on fubflituera à la place de &c. leurs va- 

leurs a*y^ , a'^xyy , a^yy , &c , & l’on aura pour l’autre lieu 
du troifiéme degré , en prenant a pour Funité ; 

7’ — jxyy cyy &c = 0 dans lequel l’inconnue x ne peut 
monter qu’au fécond degré , puifqu’on fuppofe que par tout 
où il y a a:* dans la propofée , on fubfHtuë à fa place aay . 

• Or il eft vifible que fi l’on confiruit ce lieu avec la Parabo- 
le cubique , qui eft le lieu de l’autre équation a:* — aay ; leurs 
points de rencontre détermineront les racines de l’égalité don- 
née. 

O O iij 
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Corollaire. 

À ï S. ^ J^'ouTE égalité du fîxiéme , du huitième ou du neuvième 
degré étant donnée , il eft vihble qu’après avoir fait évanoüir 
fon fécond terme , & Tavoir multipliée par fà racine * lorf- 
quelle cfl du huitième degré, & par fon quarré xx lorfqu’eh 
le n’ert que du feptiéme , on la transformera toujours en un 
_^lieu du troifiéme degré en fc fervaht de l’équation x^ = 
dont le lieu eft une Parabole cubique donnée , & faiiânt la 
fubftitution comme ci-deflus: de forte que cette maniéré eft 
generale pour toutes les égalités du feptiéme, du huitième & 
du neuvième degré. On trouvera de meme que toute égalité 
du douzième degré dont le fécond terme eft évaooüi , fe trans» 
formera en un lieu du quatrième , en fé férvant encore de l’é* 
quation x’ = ; comme auffi celles du dixiéme & du on* 

ziéme degré en les élevant au douzième. 

Mais ü l’on propofé une égalité du féiziéme degré dans la* 
quelle tous les termes fe rencontrent, excepté le deuxième, on 
trouvera qu’en fe fervant du lieu du quatrième degré x*=:a% 
on la transformera en un lieu du cinquième . On trouvera de 
même qu’une égalité du vingtième degré fe transformera en 
un lieu du fîxiéme , en fe fervant encore du lieu du quatriè- 
me degié X* = i comme auffi celles du dix-féptiéme , dix 
huitième & dix neuvième degré : que les égalités du vingt- 
cinquième degré dans Icfquclles tous les termes fc rencontrent, 
excepté le deuxième , fe transformeront en un lieu du fîxié- 
me degré, en fe fervant du lieu du cinquième x’ = d*jr, com- 
me auffi toutes les égalités du vingt-uniéme , vingt-troifîémct 
& vingt quatrième degré. £t l’on peut continuer cette recber-' 
che autant qu’on voudra .. 

R £ M A R E I 

4 1 Il eft à propos de remarquer que fi dans une égalité du feî- 
ziéme degré non feulement le fécond terme manquoit , mai» 
le troifiéme & le fixiéme ; le lieu du cinquième degré lequel 
joint avec celui du quatrième x* = fert à conftruire l’éga» 
Itté fe transformeroit en un du quatrième , & on peut faire 
des remarques femblablcs fur les égalités des degrés plus éle- 
vés. Mais quoiqu’il foit vrai de dire qu’une égalité du feizié- 
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•me degré dans laquelle il n'y a que le deuxième terme qui 
manque , ne fe peut transformer qu’en un lieu du cinquième, 
fi l'on employé à cet effet le lieu du quatrième x* = a'j qui 
n’a que deux termes» on n’en doit pas conclure en general , 
que les lieux les plus fimples pour refoudre une équation com- 
plette du feiiiéme degré , doivent être , l’un du quatrième & 
l'autre du cinquième. Car au contraire , il me parok évident 
que fi l’on fe fert d’un lieu du quatrième degré compofé de 
plufieurs termes à la place de ar* = ^ qui n’en a que deux , 
•on pourra choifir ce lieu en forte qu’il fervira à transformer 
l’égalité complette du fêiziéme degré en un autre lieu du qua- 
trième. En voici laraifon. Si l’on prend deux lieux du qua- 
triéme degré dans l’un defquels l’inconnue x monte au qua- 
triéme degré , & dans l’autre l’inconnuê;y , il eft confiant par 
les réglés de l’Algcbre , qu’en faifant évanoüir l’inconnue^ par 
le moyen de ces deux équations , on arrivera à une égalité 
dans laquelle l’inconnue x montera au feizième degré . Or 
comme deux lieux du quatrième degré , peuvent avoir en- 
femble plus de feize termes , puifque chacun en peut avoir 
•quinze diffèrens , il s’enfuit qu’ils peuvent contenir toutes les 
quantités connues de l'égàlitè donnée ; ce qui fufHt pour faire 
voir la poffibilité de conftruire une égalité complette du fei- 
ziéme degré par deux lignes du quatrième. 

On doit de mêmepenfer que les deux lieux les plus fimples 
pour conftruire une égalité complette du vingtième , dix-neu- 
vième , & dix-feptiéme degré , feront , l’un du quatrième , 
& l’autre du cinquième , parce que la réduite de ces deux 
lieux montera au vingtième degré , & qu’ils pourront conte- 
nir cnfemble plus de termes que la propofée , & renfermer par 
confequent toutes les quantités connues qui s’y rencontrent. Et 
fi l’mconnuë avoit ai , la , aj , 24 , ou 25 diraenfions 
éans l’égalité propofée , il fâudroit deux lieux de cinq degrés 
chacun. Dc-là on forme la règle fuivante , qui fert à trouver 
les degrés des deux lieux qui peuvent refoudre une égalité 
propofée » en forte qu’ils foieot les plus fimples qu’il eft pof- 
fible . 

Il faut extraire la racine quarrée de la plus haute dimenfion 
de r 'inconnue. Si elle eft exaéle , chacun des deux lieux doit 
avoir autant de degrés que cette racine contient d’unités ; & fi 
elle ne l’eft pas , ou le refte cfl égal , ou moindre que la ra- 
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cine, & alors l’un des lieux aura pour degré le nombre de la 
racine , & l’autre ce même nombre augmenté de l'unité : ou 
le refle eft plus grand que la racine, & alors chacun des deux 
lieux aura pour degré le nombre de la racine augmenté de 

I l / » 

unité. 

Soi: propofé , par exemple , de trouver les deux lieux les 
plus fimples , qui peuvent re/budre une égalité , dont la plus 
haute dimenfion de l’inconnuë loi: de trente fept degrés. Com- 
me la racine quarrée de 37 eft 6 , & que le relie i eft moin- 
dre que ce nombre 6, il faudra que J’un des lieux Ibit du fixié- 
me degré , & l’autre du feptiéme » on trouvera la même cho- 
fe , fi la plus haute dimenfion eft 38 , 39, 40,, 41 & 42. 
Mais fi elle étoit 43 , comme la racine quarrée de 43 eft , 
& que le refte 7 eft plus grand que cette racine , il faudrait 
deux lieux qui fuflent chacun du feptiéme degré ; & il en eft 
de même fi la plus haute dimenfion étoit 44 , 45 , 461 47 j 

48 & 4 p. 

Remarqjje il 

410. Jl arrive quelquefois qu’on peut conftruire une égalité don- 
née par le moyen d’une feule & même courbe mife en deux 
différentes pofitions; & c'eft ce qu’on verra clairement dans 
cet exemple. 

Soit propoféc à conftruire l’égalité du neuvième degré a*x 
^ b = 0 y dans laquelle tous les termes moyens manquent 
excepté le pénultième. Je prends l’équation a?’ = aay , dont 
le lieu eft une Parabole cubique MAM. qui a pour paramé- 
tré la ligne droite donnée AB = a, ôc pour appliquées des 
lignes droites PM (y) qui font avec les parties correfpondan- 
tes AP (x) de fon axe ou diamètre un angle pris à volonté 
AFM que je fuppofe ici droit ; & en cubant chaque membre, 
j'ai «•’ = a* 7’ : ce qui change par la fubftitution l’égalité 
propofee en cette équation y^ — aab — aax, dont le lieu fe 
conftruit .ainfi. 

Fic.ccxxxni. Soit prife (ur AP prolongée ducô:é de P la partie AC=b’, 
& ayant mené par le point C la droite indéfinie CK parallèle 
à PM, foit décrite une autre Parabole cubique MCM qui 
ait pour axe CK , & pour appliquées les droites KM parallè- 
les à ylP, & dont le paramétré CD = a. Je dis quelle fe- 
ra le lieu requis . 

Car 
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Car par la conftruétion MK ou CP = & — x, & par la 
propriété de la courbe CK^ — MK x Cû , c’cft à dire en 

termes analytiques y' ■=■ aab — aax . Or il évident i°. Que 
fi des points où cette derniere Parabole cubique ren- 
contre l’autre MAM, on mène des parallèles MP 'n CE \ les 
prrics AP exprimeront les racines x de l’égalité pnopofée x* 
X — a* b =20. 2°. Que les Paraboles cubiques MCM, 
MAM^ font précilcment les mêmes > pirifque leurs paramé- 
trés CP , font égaux, & que les angles ^PAf, CKM , 
que icnc leurs applit]uéos avec leurs axes le foiK auHi. 

La fituation des deux Paraboles cubiques MAM, MCM, 
fait connoitre que l^oalité propofée x* a* x — a* b = 0, 
n’a qu’une racine réelle AP (x), qui cft toujours vraie & 
moindre que AC (b)» de force que les huit autres font ima- 
ginaires. 



PROPOSITION XI. 

Problème. 

^ • Construire toute égalité de tel degré qu'elle pttiffe etre , 
par Je moyen xTswe ligne droite , & d'un lieu du ni me degré , 
duqutl lieu toutefou on puiffe déterminer tout les points en ts' em- 
ployant que des lignes droites . 

11 faut mettre le dernier terme de l’égalité propofee tout 
foui d’un côté en le rendant égal à tous les autres j Sx. divifor 
enfuite toute l’égalité par la ligne qui fait l’office de l’unité , 
repetée autant de fois qu'il fera neceffaire , afin que chaque 
lame n’exprime que des lignes : comme fi l’on propofoit x* 

— bx* •+• Mx^ ■ — -aadxx -H a^ex — a"*^ f = Oy on aurait 

f=-^ — ^ Cela fait, on prendra Ftc.CCxxxi». 

fiir une ligne droite indéfinie AB dont l’origine fixe foit au 

point A , une partie quelconque AP pour la valeur de xi & 

ayant mené parallèlement à la ligne AC donnée de pofition 

une droite PAf=-^— — (ce qui 

fc peut toujours faire * en n'employant que des lignes droi- *Art. iyS. 

tes ) , fon extrémité M fera l’un des points d’une Hgne courbe 

ADEM\ dont les interfcélionsM, M, AT, &c. avec une li- 

£ne droite KM menée paralIelcoKnt à AB par le point K tel 

Pp 
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que JK — /, détermineront des parties KM , KM , KM , 
&c. qui feront les valeurs cherchées de J’inconnuë x dans 
l’égalité donnée. 

Car menant les droites MP, MP , MP, &c, parallèles à 
AC , & nommant les indéterminées AP, xi PM, j/i on au- 
ra par la propriété de la courbe ADEM cette équation PM 
(y) = ^ ^ qui ell un lieu du 

cinquième degré j & par la propriété de la droite KM cette 
autre Ce qui, en fubftituant pour_y fa valeur/, 2 c 

multipliant par , donne l’égalité même propofée x’ — bx* 

-H aex^ — aatixx ex — a^f = 0 . 

Ces fortes de conflruéfions peuvent être trcs-utilcs pour 
trouver les limites des égalités. Suppufons , par exemple, 
qu’on ait une méthode pour déterminer fur la ligne AC les 
parties AF , AG , telles que les droites FU , GE , parallèles 
à AB touchent la courbe en des points D, £> il efl clair 
i“. Que fl AK if) dl moindre que AF & plus grande que 
AG , comme on le fuppofe dans cette figure, l’égalité pro- 
pofée aura trois racines vraies KM, KM, KMf & lesdeu.K 
autres imaginaires ; parce que la figure de la courbe eft telle 
que la ligne KM la rencontrera en trois points, & jamais en 
davantage. 2°. Que fi AK (f) efl moindre que AG, la ligne 
KM coupera la courbe en cinq points j c’eft à dire que l’éga- 
lité aura cinq racines vraies. 3“. Que fi AK furpafle AF, l’é- 
galité n’aura qu’une racine vraie, & les quatre autres imagi- 
naires . 4*. Que fi AK = AF , l’égalité aura trois racines 
vraies, dont il y en aura deux égales entr’elles; fçavoir FDf 
FD. 5®. Et enfin que fi AK — AG, l’égalité aura cinq ra> 
cines vraies, dont il y en aura deux égales, fçavoir CE, GE. 

La même ligne courbe ADEM étant continuée du côte 
du point A , fervira à trouver les racines de 1 égafité x’ — 
èx* acx^ — aadxx a}cx ■+• = 0 , quK ne diffère de 

la précédente qu’en ce que le dernier terme a le figne -4- ; ce 
qui fait voir qu’on doit mener alors la droite KM au deffbus 
de AB, puifque fon lieu doit être y — ' — /. 

R E M A R Q_U E. 

peut varier la conffniétion precedente en différentes 
manières ; (^r au lieu du dernier terme qu’on ^aie à tous 
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les autres, on pourroit prendre tel autre des termes qu’on 
voudroit , ou même deux quelconques qui fe fuivent immé- 
diatement , & les divifer enfuite d’une maniéré convenable , 
afin que les égalant à l’incoonuc/, k lieu de l’équation ne fût 
que du premier degré . Soit par exemple , l’égalité du troifié- 
rae degré — abx — aac = 0 j je fais = ~ y & 

j’’ai ces deux équations x' = aay , ôc y = c ^ dont les 

lieux étant conftruits lêparement donneront les racines de le- 
galité propofee. Voici comment. 

Ayant pris à l’ordinaire pour ineonnuës & indéterminées les Fic.ccxxxv. 
deux droites AP . PM {y) qui font entr’clles un angle quel- 
conque APM , foit décrite une première Parabole cubique 
MAM qui fbit le lieu de la première équation x^ — aay. &)it 
menée par le point A origine des ;c une ligne droite parallèle 
à PM, fur laquelle foient prifes les parties AC — b, AD=c, 
du côté où s’étend P AJ, & ayant pris fur AP prolongée du cô- 
té de A la partie A£ = a , foit tirée par le point D une pa- 
rallèle indéfinie à fiC. Je dis que fi des points ilf où cllerencon- • 

tre la première Parabole cubique MAM, on mène des paral- 
lèles MP à AC i les coupées AP feront les racines de légalité 
donnée — abx — aac = o , 

Car menant DE parallèle à AP , les triangles femblables 
£AC f DRM y donneront BA {a). AC (b) T>E (x) . EM = 
par confequent PM (y) = c , Or à caufe de la 
première Parabole cubique MAM: l’on aura x^:=aay. Si 
donc l’on met à la place de y fa valeur c , on retrouve- 
ra l’équation donnée x^ — abx — aac = 0 , 

S’il y avoit b dans l’égalité donnée , il faudroit prendre 
AC du côté oppofé à PM , & il en eft de même de AT> lorfi 
qu’il y a -+- c : de forte que cette confiruélion eft generale 
pour toute égalité donnée du troifiéme degré. Car il eft évi- 
dent qu’après en avoir fait évancüir le deuxième terme , on 
peut toujours la réduire fous l’uoe de ces formes . 

11 eft vifible qu’on peut fe fervir d’une Parabole cubique 
donnée , putfqu’il n’y a qu’à prendre l’unité arbitraire a égale 
à fon par^oKtre. 



P P ij 
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PROPOSITION XII. 
Problème. 

ROCHER déplus en plus à r infini de la jufie valeur 
des racines de toute égalité du trolfiéme & du auatriéme de- 
gré ; & des égalités ^ui paffent le auatriérne aegré lorjqd el- 
les nont que dessx termes: en ne Je Je ruant que de lignes droi- 
tes éS de cercles . 

Soit donnée l’égalifé du troilîémc degré sé ^apx — aaq 
= oi je la rouItipTie par ar pour l’élever au quatrième & trant 
pofant le terme aaqx , jai x* ^lapxx =zaaqx ; j'ajoute de 
part & d’zutrc aapp pour faire le premier membre foit 
un quatre , ce qui me donne x* lapxx aapp = aapp 
aaqx , & extrayant de part & d'autre la racine quarrée , il 

y\entxx^ép—a ^pp -t- qx ; tranfporant enfin ap , ÔC. ex- 
trayant de nouveau la racine quarrée , je trouve x = 

^ ^ • J® confidere à prefènt que fi au lieu 

de la j'ufie valeur de la racine vraie x , je prends une grandeur 
qui l*excede ^ comme par exemple e j il s’enfuir i*. Que c fur- 

pfle ^ap-dr a-^pp -4- qc. x". Que •sr ap«^ a y/pp -4- qe 

fera encore plus grande que la jufte valeur de x . Cette fécon- 
dé propofition elt vifible , mais pour la première elle fe prou- 
ve ainfi. 

Si l’égalité du troifiéme degré a -4- lapx, H cft cLiîr que 
c* xapcc * > aaqc , d’oïl il vient en ajoutant de part & 
d’autre le quatre aapp , & achevant le calcul comme ci defi. 

fus, c > — • ap-^ a -dpP “♦* qc. Mais lorfqu’il y a — t-apx, 

on aura en tranfpolânt xapx & divifant par x cette égalité 
XX — 2 ap •+• d’où il fuit que fi Ion met dans pour x 
une valeur c plus grande que la racine vraie de l’égalité )d — 
xapx — aaq = a, la quantité zap •4- fera moindre que 
le quatre xx ( puifquc ^ cft moindre que ii-’- ) & à plus for- 
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te raifon que le quarte ce . On aura donc ce > xap -♦« ^ , 
& multipliant par ce , il vient — rapec > aaqc , d’oît 
l’on tire ( en opérant comme l’on vient de faire) c > 

^ ap "t" a V fp qc . Or ceci fuppofé , je forme cet- 
te fuite ; ^ ^ ap a ^ PP qc , ^ -4- ap aV PP’^ qf ^ 
^ ^ap •*“ a y/ PP qg &c, dans laquelle f exprime le 
terme ^ap ^ a ^ pp ^ qc qui le précède immédiate- 
ment , & de même^ exprime le terme ap a \/rp-^ qf 
&c. 

Il cft donc évident par ce que l’on vient de démontrer , 
que tous les termes de cette fuite lêront plus grands que 
la jufte valeur de la vraie racine x y & qu’ils en appro- 
chent toujours de plus en plus . Je dis à prefent que fi on 
la continue à l’infini , le terme infinitiemc (s’il efl permis 
de s’exprimer ainfi ) ou le dernier terme de cette fuite , 
/cra preci/ément égal à la valeur, cherchée de l’inconnue 
X . Car foit x. ce dernier terme , il ell certain par la na- 
ture de la fuite qu’il approchera de plus pré$ de l’incon- 
mië X que tous les autres termes , & qu’ainfi le terme 

^ ap a PP ^ qx, qui le fuivroit immédiatement , 

s'il n’étoit pas le dernier , ne peut être moindre que lui t 
puifque s’il étoit moindre il aprocheroit de plus prés de 
1 inconnue x , & feroit par conlèquent le dernier terme , 
ce qui eft contre la fuppofition . Or il ne peut être plus 
grand , car on vient de démontrer que fous les termes de 
la fuite vont en diminuant. Il faudra donc qu’il lui foit égal, 

tSc on aura par confequent x = ^ ap a \/ pp qx» 
c’eft à dire en ôtant les incommcnfurables ^ lapx — 

= O , d’où l’on voit que = ;e . Ce qui! fallait dé- 
montrer . 

On prouvera par un rai/bnnemer.t /êmblablc , que fi- 
l’on pend une grandeur c plus petite que la jufte valeur 
de X , tous les termes de cette fuite iront toûjours en aug- 
mentant en forte que le dernier fera précifément égal à la 
valeur cherchée de x. Voici maintenant comment on peut 

Pp iij 
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conftruire par Geometrie cette fuite , en nemployant que 
des lignes droites & des cercles. 

. Ayant mené deux lignes droites indéfinies , BD , CP j 
qui s'entrecoupent à angles droits au point /f, on prendra 
fur l’une d’elles les parties AB = a, AD = du mê- 
me côté du point A lorfqu'U y a - 4 “ ^apx , & de part 
& d’autre lorfqu’il y a — 2apx , comme on le fuppofe 
dans ces deux figures; & fur l’autre les parties AC — q, 
AP — e , toûjours de part & d’autre du point A . Ayant 
décrit du diamètre CP un demi cercle qui coupe AD en 
£ , on prendra fur AC la partie AF égale à AE , & on 
portera fur AD depuis le point D vers le point dans le 
premier cas , & vers le côté oppofé dans le fécond , 
la partie DG égale à DF . On décrira enfin du dia- 
mètre BG un demi cercle qui coupe AP en ^ , je dis 

que Aj^ = ^ ap a >/ PP qc . Car à caufe du de- 
mi-cercle CEP la ligne AE ou AF = y/ qc , Sx. z caufe 
du triangle reftangle F AD l’hypothenulé FD ou DG 
z= ^ PP qc , Sc par conlcquent AG = p ^ pp -^qc , 

& à caufe du demi-cercle B ^ la ligne AQ~^ ap •^a'^pp^c. 
Noncimant à prefent f > & réitérant la même ope- 
tation en fe fervant de A^ au lieu de AP , on trouvera 

AR = ^ ap a }/ PP qf , & enfuitc par le moyen de 

A R que j’appelle g , on trouvera AS = ^ ap-^a ^ pp-*-qg 

en réitérant encore la même operatipn : de forte que la 
continuant autant que l’on voudra , on trouvera des lignes 
AP , A^ , AR , AS , Scc- qui approcheront de plus en 
plus à l'infini de la jufte valeur de la vraie racine x de 
l’égalité propofée x^ — lapx — aaq = a . 

11 eft à remarquer que l’on peut prendre d’abord pour 
Ap (c) telle grandeur que l’on veut, car fi cette grandeur 
fc trouve plus grande que la racine x , les autres lignes 

toûjours en diminuant ; & au 
contraire fi AP eft moindre que x , elles iront en augmen- 
tant: de forte que la vraie racine eft renfermée entre AP 
de l’une de ces deux figures & AP de l’autre , ytÇ & 
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AR & AR , AS , & AS . D’où l’on voit qu’en for- 
mant deux fuites convergentes , dans l’une dcfquelles le 
premier terme foit plus grand que la vraie racine , & dans 
l'autre plus petit , l’on aura toûjours en prenant les ter- 
mes correfpondans de ces deux fuites , des limites entre Icl^ 
quelles fe doit trouver cette racine ; de forte que la di^c- 
rence de ces limites diminue de plus en plus à l'infini. 

Si l’on demandoit les deux autres racines de l'égalité pro- 
poCée — lapx — aa^ = 0. Nommant m la racine ap- 
prochée que l’on vient de trouver , on la regardera com- 
me étant exaéle : c’eft pourquoi divifant 'cette égalité par 
X — m, la divifion fê fera au jufte ( car le refte /»’ — 2apm 

— aa^ = 0 , puifqu’on fuppofe x = m), & on aura pour 
quotient l’égalité xx mx mm — lap =■ 0 , dont la 
refolution fournira les deux racines qu’on demande. 

Toutes les égalités du troifiéme degré peuvent fe rédui- 
re à l’un où l’autre>«de ces deux formes > car après avoir fait 
evanotiir le fécond terme , s’il y avoir aaq en mettant 

— aaq f on ne feroit que changer les racines vraies en fauf^ 
fes & les faufles en vraies . D’où l’on voit que les conftru- 
fiions précédentes fuffifênt pour trouver les racines appro- 
chées de toute égalité donnée du troifiéme degré . PaHbns 
maintenant au quatrième . 

Soit propofée l’égalité du quatrième degré x* — ^apxx 

— aaqx a^r = 0 ^ dont il faille trouver les racines ap- 
prochées. Je cherche, comme l’on vient d’enfeigner , les 
racines approchées de l'égalité du troifiéme degré 

f ■— ippy — O 

^ary ifapr 

— m 

où l’on doit obferver d’écrire — lorfqu’il y a dans la 
propofé -t- -^apxx > — 4<*r lorfqu’il y a h- jV ; & enfin 

— %apr lorfque les fignes des termes "^apxx & a^r font dif- 
ferens . Je regarde enfuite l’une de ces racines approchées jr 

comme étant c-safte, & ayant trouvé une ligne v = V lap^ 
fp,voir lap lorfqu’il y a — ^apxx ^ & — 2ap lorfqu’il y a 
•+■ lapxx ; j’ai pour les quatre racines approchées de la propo- 
fée , celles de ces deux égalités du fécond degré xx — vu 
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^ = e> (enob- 

fcrvant de prendre — ap lorsqu’il y a — îapxx dans 1 égalité 
propofée , ôc -*• ap lorfque c’eft ^apxx) que l’on conflriii- 
ra aifément en n’employant que des cercles & des lignes droi. 
tes . 'l'out ceci n eft qu’une fuite de la réglé que donne M. 
Defeartes dans le troifiéme Livre de fa Géométrie pour ré- 
duire toute égalité du quatrième degré à une du troifiéme , 
de laquelle connoiffant une des racines , on a les quatre de la 
propofée ; & comme cela dépend de l'AIgebre pure, je pour- 
rois le fuppofer ici comme démontré . En voici cependant la 
raifon en peu de mots. 

On regarde l’égalité du quatrième degré pi* — • ^apxx 
■ — aatjx — <i’r = 0 , comme le produit des deux planes 
XX — vx’^ ab — ac = 0 ÔC xx ^ vx ab ac = 0 , 
dans lefquelles les lettres v ^ a , b , c , marquent des in- 
connues qui doivent être déterminées dans la fuite , en 

forte que le produit de ces deux égalités qui eft ^* *]^*' 

— lacvx^***'' ■=. O y foit en effet l’égalité même propofée. 

Pour celaj’en compare les termes correlpondans , &j’ai \°.c 
= ^ 1». i == . 3". bb — ce = — ar , ou bb — 'ce 

•»r ar =. 0 s c’eft à dire en mettant pour l & pour c les va- 
leurs que l’on vient de trouver & ordonnant , l’égalité v* 

— (>apv* — a* qq = 0 . Et fi l’on fait vv = ay 

2ap, on trouvera par la fubftitution l’égalité du troifiéme 
degré 

=0, de laquelle connoiffant une racine j», on 

— îf 

aura , en prenant la racine quarrée de ay lap , la valeur 
de O , & enfuite celles de ^ & de c , lefquelles étant miles 
dans les deux égalités planes que l’on a fuppofées d’abord , 
on en formera deux autres dont le produit fera l’égalité mê- 
me propofée , & dont la relôlution par confequent fournira 
les quatre racines qu’on demande . S’il n’étoit queftion que 
de trouver une racine vraie d’une égalité du quatrième de- 
gré , on pourroit la trouver immédiatement par une fuite 
en cette forte . 

• Sioic PC* ^ lapxx — aaqx — 4’ r = 0 , on trouvera en 

opérant 
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opérant de même que pour le troifiéme degré x = 
ap a y/ qx fp ar , ce qui donne , en faifantr 
pour abréger pp ar = nn , cette fuite convergente e, 

y/ ap a y/ nn ^ qc ap a V ^ qf , 

>/ ^ ap a y/ nn fg , &c, dont la conftrudlion n’cft 
differente des precedentes qu'en ce qu’il feut prendre AB 

— „&C LG^ FE. 

Si l’on avoit x* ^ lapxx — aaqx ■+• a}f = <? , on trou^ 

veroit X •¥• ap ^ a ^ qx ^ PP — ar ^ & on formeroit 
lorfque pp furpaffe ar ( en farfant pp — ar = nn) la même 
fuite convergente que ci deflus . Mais il eft à remarquer ■< 

que lorfqu’il y a ^apxx dan s l’égalité donnée , 

il faut que V qx pp — ar furpaffe p afin que 

>/ H- a ^ qx pp — ar valeur de la racine x 

ne renferme point de contradiélion ; ce qui donne x > , 

& par confequent il faudra prendre c plus grande que ~ . 

Si pp cft moindre que ar , l’on form era alors , en faifant 

ar — pp~q», cette fuite conve rgente c , a y/ gc — qn^ 

^ ap^ a qf — qn y ^ ap a y/ qg — qn , &C, 
l’on doit remarquer que. lorfqu’il y a — lapxx dans l’é- 
galité donnée , il faut que x furpaffe « ou afin que 
ap a y/ qx pp — ar valeur de x ne renferme point 
de contradiélion , & qu’ainfi on doit prendre c plus grand 
que n , 

Il peut arriver lorfqu’il y a ■4- r dans l'égalité donnée 
que CCS racines foient toutes quatre imaginaires , & alors on 
tombera infailliblement dans quelque contradiction en con- 
flruifant la fuite > car on n’a démontré qu’elle efl convergen- 
te ,qu’en fuppofant qu’il y eut une racine vraie dans l’égalicé 
donnée . Au rcfle la conflruélion de la derniere fuite efl un 

- peu differente des autres , mais comme elle n’efl pas pIuS' 
difficile , je ne m’y arrêterai pas . 
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Cette méthode devient embarraflTée lorfqu’on la veut é- 
tcndre à des égalités complettes qui paffent le quatrième de- 
gré; ceft pourquoi je me contenterai de l’appliquer à une 
égalité du cinquième degré qui n’a que deux termes , & 
qui fervira de méthode pour les autres plus compofées qui 
n'ont pareillement que deux termes. 

Soit x' — a* é = O ] multipliant par , & trant 
polànt il vient ** = a* bx , & extrayant la racine quar- 
ree on aura x* ~aa bx ou x* = aaxv^ bjr , & extrayant 
de nouveau deux fois de fuite la racine quarrée, on trouvera 

enfin x-=^'^ay/xi^hx ; ce qui fournit cette fuite conver- 
gente , cy'bCf a >/ f bf,^aVgy/ bg^ &c,, 

dont voici la conftruéiion géométrique. 

Ayant mené deux lignes droites indéfinies BD , CP , qui 
s’entrecoupent à angles droits au point -A , on prendra fur 
l’une d’elles la partie AB = a , Sc fur l’autre , les par- 
ties AC = b, AP = Cf de part & d’autre du point A, 
Du diaraetre PC ayant décrit un demi-cercle qui coupe 
B A prolongée du côté de A en D , & ayant pris fur 
AC la partie AF = AD $ on décrira du diamètre PF 
un autre demi-cercle qui coupe AD en E . On décrira 
enfin du diamètre BE un troifiéme demicercle qui coupe 

AP en £lj il eft viûble que A^ = ^ ay/ bc. Nom- 
mant à prefent A^ > /; & réitérant la même operation 
en fe fervant de A^ au lieu de AP , on trouvera A/^ 

= ^ a y/ fy' bf y &de même AS a 1/ g bg. 

Et les droites AP , A^ , A/i , &c. approcheront de plus 
en plus à l’infini de la jufte valeur de l'inconnué a; de 
l’égalité donnée x* — a*b =■ 0. Cela fe prouve de la mê- 
me maniéré que pour les égalités du troifiéme degré . 

M. Bernoulli célébré Profefi'eur des Mathématiques à Bâ- 
le , eft l’Auteur de ces fuites . On peut voir ce qu'il en 
dit dans les Aélies de Leipfic de l'année 1689. page 43 j. 
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PROPOSITION XIII. 

Problcmc, 

414- NB portion de SeBîio» conique étant donnée , trouver par 
fon moyen les racines d'une égalité donnée du troifiéme ou du 
quatrième degré. 

On a vu dans le Problème precedent qu’une égalité du 
quatrième degré étant donnée , on en peut toujours trouver 
une du troiüéme , de laquelle connoidànt une racine on a les 
quatre de la propofée ; en ne fe fervant que de lignes droi- 
tes, & de cercles. On fçait de plus que toute égalité du 
troifiéme degré fe peut réduire fous cette forme at» ^ lapx 

— aaq = 0 , dont l’une des racines cft vraie , & les deux 
autres ou faufifesou imaginaires. Cela pofé ; foit ^ 2apx 

— aaq = 0 , dont il faille trouver les racines , parle moyen 

de la portion donnée BD d’une Parabole qui a pour axe la Fic.ccxxxix. 
ligne CH dont l’origine efi au point C . Des points B , D , ex- 
tremités de la portion donnée ayant mené les perpendiculaires 
£G , DH , fur l’axe , il eft manifefte que fi la vraie raci- 
ne étoit plus grande que BG , & moindre que DH , le cercle dé- 
crit du centre £ , trouvé comme l’on a enfoigne à la fin de l’article 
387. pour les égalités qui n’ont point de fécond terme,& du rayon 
jÉC, couperoit infailliblement la portion BD en quelque point Mi 
d’où menant la perpendiculaire fur l’axe, cette ligne 
en foroit la vraie racine. Il eft donc queftion lorfque ce cercle 
ne coupe point la portion BD , de transformer cette égalité en 
une autre dont la vraie racine foit renfermée entre les limites 
BG , DH . Pour le faire , je nomme ks données BG , f ; 

DH, g\ & je fuppofe que l’on ait deux limites w , « , en- 
tre lefquelles la vraie racine x foit relTerrée (m e{i moindre 
que », Gif moindre que g ) . Ce qui donne x plus grand que 
m & moindre que », & multipliant chaque terme par f & 
divifant par m, il vient ^ plus grand que / & moindre que 
-f* . Si l'on fait à prefent & qu’on mette dans l’é- 

galité x^ lapx — aaq = 0, à la place de xCa valeur , 
on la transformera en celle-ci - »£ — — — »r- =0» qui 
aura fa vraie racine ^ plus grande que f & moindre 

que f* . D’où il fuit que fi les limites tn , n, étoient telles 

Qj 'i 
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que fût égale ou moindre que g , il n y auroit qu^ con- 
ftruire cette dernière égalité félon l'article 387. pour avoir fa 
vraie racine (x.) par le moyen de la portion donnée BV . 
Dc-là on tire la conftrudlion fuivante. 

On fera par le Problème précèdent deux fuites convergentes 
qui approcheront l’une en deffus & l’autre en deffous de la 
vraie racine x de l’égalité donnée a?’ ^ zapx — aa^ = 0. 
On choifira deux termes corrcfpondans dans ces deux fuites 
w, fj, qui foient tels que foit égale ou moindre que g : 
ce qui fc pourra toujours faire , puifque /eft moindre que g, 
& que la différence qui eft entre w & » diminue continuelle- 
ment à l’infini . Cela fait , on transformera l’égalité donnée 
en une autre ^ = 0 , dont Imconnue fera 

Z^-=. i & en la conftruilânt félon la fin de l’article 387. le 
cercle coupera infailliblement la portion donnée Bfien un point 
M j duquel ayant mené fur l’axe la perpendiculaire elle 
fera la vraie racine z^ de cette fécondé égalité : & fàifant enfui- 
te x = , cette ligne x fera la vraie racine de l’égalité x’ 

zapx — = 0 . 

Si l’on veut trouver les deux autres racines de cette égalité 
lorfqu’elles ne font pas imaginaires > il n’y a qu’à ladivifer par 
l’inconnuê x moins celle que l’on vient de découvrir pour l’a- 
baifîér à une du fécond degré , dont on découvrira les deux 
racines par le moyen d’un cercle , en Ce fervant del’article 380. 

Tout ceci eft trop évident pour m’y arrêter davantage , je 
remarquerai feulement que fi la portion donnée BP étoit d’une 
Ellipfe ou d’une Hyperbole , il faudroit fs fervir de l’article 
398. ou 403. & que toute la difficulté fe reduiroit à transfor- 
mer l’égalité donnée en une autre , dont la vraie racine eut des 
limites données : & c’eft ce que l’on feroit comme dans la 
Parabole. 
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I)es ProhlcmeS déterminés. 



PROPOSITION GENERALE. 




il» e 1 **^^ Problème de Ceomctrie déterminé étant pr<h 

^ J • Iki s:: ppjji ^ f„ trouver la folution. 

On regardera d’abord le Problème propo- 
lé comme s’il étoit rcfolu , & on tirera les 
lignes que l’on jugera les plus propres pour 

faire connoître ce qui n’eft que fuppofe . On 

nommera eniuite toutes ces lignes (qui font pour l’ordinaire 
des triangles reftangles ou femblables) par des lettres de l’Al- 
phabet , fçavoir les lignes qui font connues par les premières 
lettres , & les lignes inconnues par les dernieres lettres ; & 
on parcourra toutes les conditions du Problème , en compa- 
rant ces lignes cntr’elles dans l’ordre le plus (impie & le plus 
naturel qu’il fera polTible : ce qui doit fervir à former autant 
de differentes égalités qu’il y a d’inconnues . On employera en- 
fin les réglés ordinaires de l’Algebre pour réduire ces differen- 
tes égalités à une feule dans laquelle il ne (ê trouve plus qu’une 
inconnue , & pour rabaiffTer s’il (ê peut à un moindre degré > 

& l’ayant refoluê par les réglés preferites dans le Livre prece- 
dent , on en tirera la folution cherchée du Problème . Ceci 
s’éclaircira parfaitement par les exemples qui fuivent. 

Exemple I. 

ligne droite AB étant donnée , trouver hors de cette Fig CCXl. 
ligne le point C tel qu’ayant mené les droites AC , CB ; i®. 

La fomme de leurs quartés foit au triangle ACB en la raifon 

Qjl 
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donnée de /à 2°. L’angle ACB quelles comprennent foit 
égal à l’angle donné GDK. 

Je fuppofe que le point C foit celui qu on cherche , & je 
mene CH perpendiculaire {ux AB que je divife par le milieu 
au point Ê. Je nomme la donnée AEouEB , a\ & les incon- 
nues EH , X ’y HC , y i 6 c j'ai AH= a ~ X , BH = a^x. 
Donc à caufe des triais rcâanglcs AHC , BHC , les quar- 
rés des hypothenufes AC = aa — lax xx yy , 6 c 'bc* 
= lax •*- XX •^yy; & par confequent AC* •*-~BC* = 

244 2XX - 4 - lyy . Or puifque le triangle ACB = AE x CH 
(ay), il s’enfuit parla première condition du Problème que 
^xx -t- 2yy. ay r.f. g -, ce qui donne en multipliant les 
extrêmes & les moyens , & div/fant par 2^ , cette équation 
aa-*‘xx'^yy = -^/-y = rrr.y en prenant ( pour ôter les frac- 
tions) une ligne m z= 

Il relie maintenant à accomplir la fécondé condition, fça- 
voir que l’angle ACB foit égal à l’angle donné GD/f. Pour y 
réülTir , je mène d’un point G pris à diferetion dans la droite 
GP , la perpendiculaire GE fur le côré DK , prolongé, s’il eft 
necellàire , & du point A la perpendiculaire AL fur le côré BC 
prolongé auffi , s’il ell neceflàire , afin d’avoir deux triangles 
reélangles femblables ACL , GDE , dont l’un GDE eft donné. 
Cela fait , je nomme les données DF \ FG ^c \ & faifant , 
pour abréger , BC = « , je trouve à caufë des triangles rec- 
tangles femblables BCH , BAL , ces proportions BC(»). CH 
(y)::BA(ia). AL = i^.Et BC{n). BH ( a -*• x) :: BA 
(24). BL = ■ *** *** ■ . Et par confequent CL ou BL — BC 

__ ist -*i Donc puifque l’angle ACL doit être égal 

à l’angle GDF, il faut que CL .) . AL (^) :: 

DF (b). FG(c); d’où l’on tire en multipliant les extrêmes 
& les moyens laac ■+■ 2acx — cnn = aaby , c’eft à dire, en 
n-iCttant pur nn fa valeur aa •+• 2ax xx -^yy , cette fé- 
condé équation aac — exx — cyy = 2ahy qui renferme la fé- 
condé condition du Problème . 

Comme l’on a trouvé autant d’égalités qu’il y avoit d In- 
connues, & que l’on a fatisfâit à toutes les conditions du Pro- 
blème; il ne faut plus que fe fervir des réglés ordinaires de 
l’Algebre, pour réduire ces égalités à une feule qui ncrenfer- 
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jne qu’une inconnue ^ ou a: : & c’eft ce qu’on peut faire en 
cette forte. J’ai pour première équation aa^ xx-*r‘yy = \my ^ 
& pour feccnde, aac — (xx — cyy = lahy ou aa — xx 
. — yy ■=- - ; c’eft pourquoi ajoutant enfemble d’une parc 

les deux premiers membres , & de l’autre les deux féconds , 
je trouve iaa = ^»‘y t d’eù je tire = ^j-en pre- 
nant f Et mettant cette valeur à la place de y & fbn 

quatre à la place à&yy dans l’une ou l’autre des équations 

precedentes , je trouve Afx = Scx= ’ 

d'oDi je connois que Ci mm étoit moindre que aa ff h Pro- 
blème feroit impoftible. En voici la conftriidlion. 

Par le point E milieu de AB ayant tiré une perpendiculai- 
re indéfinie ONï AB, on mènera par le point /I la ligne AM 
qui faftè avec AB l’angle EAM égal à l’angle DGF qui eft 
donné. Du point M où cette ligne rencontre la perpendicu- 
laire OJV, comme centre, & du rayon MA, on décrira un 
arc de cercle ACB . On prendra enfuite fur EM prolongée 
du côté de M la partie ÀfN = w » & ayant joint JVA , on 
lui mènera la perpendiculaire AO qui rencontre NO au point 
O, par lequel on tirera une parallèle h AB. Je dis que cette 
parallèle rencontrera l’arc de cercle ACB au point cherché C 

Car ayant mené CH perpendiculaire fur AB , il eft clair 
.que CH = EO = pui/qu’à caufe des triangles reélan- 
gles Icmblablcs NE A, AEO, il vient JV£ (m-^f). AE (a):: 



AE (a). EO — De plus à caufe du cercle CM = 
Âm' =.aa^ ffÿ & partant puifquc MO = / •♦■ , il 

s’enfuit à caufe du triangle redlangle MCO que CO ou EH 
{xx) =44-*-/—/ — -^ 

Donc &c. 



4* 



-4»/-- 






R £ M A R Q_U E. 

■ 4^ 7 - T iORSQO’apre's avoir fatisfait à toutes les queftions d’ui» 
Problème, on eft arrivé à deux équations qui renferment 
chacune les deux mêmes inconnues , il n’eft pas neceftàire , 
fi l’on veut, de les réduire à une feule qui ne renferme plus 
qu’une inconnue , comme il eft preferit dans la propofition 
generale : mais l’on peut refoudre le Problème, en conftrui- 
fant feparément les lieux de ces deux équations, car leurs 
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points dintcrfeftion fcrviront à trouver les valeurs de ces deux 
inconnues, C’eft ce qui fe voit clairement dans cet exemple, 
où Ion a pris pour inconnues les droites EH (x), HC (y) qui 
font entr’dles un angle droit EHC\ & où après avoir fatisfait 
aux conditions requifes , on cft arrivé à ces deux équations 
aa XX yy = 2 mji , Sx. a a — xx — yy = 2 fy i car les 
cercles qui en font les lieux étant décrit fèparémcnt donne- 
ront par leurs interfcélions des points qui fatisferont : voici 
comment. 

Ayant décrit comme dans la première conflrudlion l’arc de 
cercle ylCB, on décrira du centre & du rayon AP 
un arc de cercle qui coupe la perpendiculaire EM en P . On 
prendra fur cette perpendiculaire la partie = w» du cô- 
té de l’arc AQB , & on décrira du centre ^ & du rayon §C 
= EP, un cercle qui coupera l’ajc ACB en des points C 
qui fatisferont. 

Car à caufe de ce dernier cercle on aura ^ ou E P 
( mm — aa) ■= ( mm — 2wy yy )•¥> OC (acx), 

c’eft à dire la première équation aa xx •^yy = imy ; & 
à caufe de l’autre cercle ACB il vient MC ou MA (ff-^aa) 
= MO ( ff ify yy ) OC ( xx), c’eft à dire la fé- 
condé équation aa ■ — xx — yy z= 2fy. I>’où il fuit que- le 
point cherché C fe doit trouver en même temps fur ces deux: 
cercles, c’eft à dire, qu’il doit fe confondre avec leurypoints: 
d’interfcdlion . 

Il eft vifible qu'il y a deux differens points C qui fatisfônC 
à la queftion , lorfque ces deux cercles fe coupent en deux 
points comme dans cette figure -, qu’il n’y en a qu’un , lorf 
qu’ils fe touchent ; & qu’enfin il n’y en peut avoir aucun > 
lorfqu’ils ne fe coupent ni ne fe touchent. 

11 faut bien prendre garde qu’en refblvant un Problème 
par le moyen de deux lieux , on ne tombe pas dans une conf- 
truélion plus, compofée , que fi. étant arrivé à une feule éga- 
lité qui ne renferme qu’une inconnue x , on l’eut conltruitc 
félon les règles du Livre precedent . Je m’explique : qu’il faib 
le , par exemple , relôudrc un Problème ( c’eft le troifiéme 
exemple qui fera propofé ) dont les conditions fuient renfer- 
mées tbns ces deux équations y, = , & -j-yy = 

-t- Arr-i 
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Afx; fi l’on fe fervoit des lieux de ces deux équations , il 
e(t clair qu’il faudrait mener une ligne droite * qui feroit le * ^n.^oS. 
lieu de la première équation , & décrire une Hyperbole jjo. 

qui feroit le lieu de la fécondé, pour avoir par leurs interfec- 3 Je- 
tions les valeurs des deux inconnues x üc y. Mais parce qu’en 
réüniffant ces deux équations en une feule , on trouve l’égali- 
té du fécond degré xx — ~ ^ — 

conftruit en n’employant que des lignes droites « 5 c des cercles; 
ce feroit une faute confiderable de fe fervir d’une Hyperbole. 

ExempleII. 

42-8. quarré ^BCD étant donnés il faut mener d’un de fes Fic.ccxlu. 
angles A la ligne droite , en forte que fa partie FE com- 
pnfe entre les côtés JSC , CD, oppofes à cet angle foi t égale 
à une ligne donnée i . 

Je fuppofe que le point E pris fur le côté DC prolongé , foit 
tel que la partie FE de la ligne AE foit égale à b , c’efi à dire 
que je fuppofe la queflion refoluë ; & je nomme la donnée AB 
ou AD ou DC ou C 5 , a-, l’inconnué DE , x . Cela fait, les 
triangles femblablcs EDA , ECF , donnent ED (at). DA {a) :: 

EC (x — a). CF = & le triangle reélangle ECF don- 

M ^ 

ne FE = EC - 4 - CF = xx — lax aa-^ . 

Mais puifque par la condition du Problème FE doit être éga- 

a bj on aura xx — zax ^ ^ — ou 

x“* — 24^* *4- zaaxx — l)bxx — 2a^x - 4 “ a* = 0. D ou 1 on 
voit que la refolution de cette égalité doit fournir pour DE (x), 
une valeur telle que menant la droite AE , fa partie FE corn* 
prife entre les côtés CB, PC , foit égale à la donnée b. 

L’égalité que l’on vient de trouver étant du quatrième de- 
gré , il faudroit employer pour la refoudre une Se«Sion Coni- 
que. C’eft pourquoi je dois chercher auparavant par les réglés 
que fournit rAlgebre,fi elle ne fe peut point abaifferà un degié 
plus fimple, & je trouve en effet que fi l’on prend fe = 44 bb, 
elle fera le produit des deux égalités xx^aa-i — ax — cx = 0, 

Sc XX -¥-aa — 4X- - 4 - fx = 0 , qui font chacune du fécond de- 
gré , de forte que pour avoir les quatre racines de l’égalité du 
quatrième degré x* — 24’x &c, il ne faut que trouver les ra- 
cines de chacune de ces deux égalités . Je ne m arrête point à 
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chercher les racines de l’égalité xx aa — ax = o;; 
parce que c furpaflant 4 , la difpo/ition des lignes me fait con« 
noître quelles font toutes deux fâuflTes : mais je trouve celles 
de l’autre égalité xx •+■ aa — ax — ex = 0 , que je connois 
être toutes deux vraies, de la maniéré qui fuit. 

Soit prife fur le côté AB prolongé la partie =c, & foit 
décrit du diamètre AG un demi>ccrcle qui coupe en £ le côté 
VC prolongé . Je dis que ce point fera celui qu’on cherche. 

Car nommant DE ,xi& menant la perpendiculaire £H , 
on aura UG = a •*“ e ^ x , & par la propriété du cercle 
AHx HG {ax*^ ex xx)-=. EH (aa). 

R E M A R Q^U E 1. 

4^9’ î iOR;ou’apre's avoir latisfait aux conditions d’un Problè- 
me , on arrive à une égalité compofée qui a plulieurs racines 
réelles , il eft vifible qu’il n’y a qu’une de ces racines qui expri- 
me la valeur de l’inconnue qu’on cherche : mais on doit 
bien remarquer que les autres peuvent aulfi fervir à la refolu- 
tion de la queftion , dans un fens qui ne peut être different de 
celui qu’on s’eft imaginé que dans quelques circonffances parti- 
culieres. Ainfi dans cet exemple la petite racine vraie DL (x) 
de l’égalité xx — ax — ex-*- aa = 0 , donne fur le côté DC 
un point L tel qu’ayant mené la droite AL qui rencontre le 
côté £C prolongé en if , fa partie LK eft égale à la donnée é . 
De même fi l’on prend Bg=.c fur le côté B/4 prolongé vers A, 
& qu’on décrive du diamètre Ag un demi-cercle , il coupera 
le côté CD prolongé vers D aux points e, /, en forte que De , 
& Dl y feront les deux racines fauftès de l’égalité xx -t-rar — 
ax-*- aa — oi & fi l’on mene les droites Ae , Al, qui ren- 
contrent le côté CB prolongé aux points /, k ; 1“ droites ef, 
Ik , feront encore chacune égale à la donnée b . De-là on peut 
voir que quoiqu’en refolvant le Problème on n’ait eu en vûë 
que de trouver la valeur de DE , on eft cependant arrivé à 
une égalité dont les racines ont fourni d’autres valeurs DZ-, De, 
Dl, qui ont toutes fervi à refoudre le Problème en quelque 
fens . 
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R E M A R q_ü E II. 

■4’30‘S’^^ y a lieu de croire que I égalité qui renferme les condi- 
tions d’un Problème fc peut abaiffer à un moindre degré , il 
eft à propos de tenter d’autres voies que celles qu’on a fuivies 
quand même elles paroîtroient moins naturelles } parce qu’il 
arrive fouvent qu’elles conduifent à des égalités plus fimplcs , 

& que d’ailleurs il eft aftèz difficile d’abaiftèr des égalités corn- 
pofees . Voici deux autres maniérés de refoudre le Problème 
précèdent qui pourront fërvir à faite comprendre cette remar- 
que. 

Ayant fuppofe le Problème refolu , je mené Eg perpendi- Fic.ccxlii. 
culaire fur AE qui rencontre le cô:é AB prolongé en G, & je 
prends pour inconnues les deux droites AF & BG que je nom- 
me^ & Cela fait , les triangles reélangles femblables AEF^ 

A£G,^ donnent AB (a). AF {y) \\ AE ( y h). AG 
Et partant^/'-*- hy =■ aa . Or comme j’ai deux incon> 
nues & que le Problème eft déterminé", il faut encore cher- 
cher une autre égalité . Pour la trouver , je confidere que EG 
== AF (y); car menant Eff perpendiculaire fur AG, le trian- 
gle reélangle EHG eft femblable au triangle reétangle ABF , 

& de plus égal , puifque les côtés homologues AB, EH, font 
égaux entr’eux . J’aurai donc ('à caufe du triangle redtangle 
AEG ) cette autre égalité aa = 

^yy=. 2 yy zhy , dans laquelle mettant à la place 
de zyy -^zby fa valeur zaa itrx. trouvée par le moyen de la 
première égalité, il vient aa 

qui fe réduit à cette égalité très-fimple x. = '/aa bb , qui' 
fournit d’abord la même conftrudiion que ci-deftus. 

Autre M a n i e' r e. 

La maniéré fuivante a cela de particulier qu’elle réüffit éga- fic. ccxun. 
lement foit que la figure ABCD foit un quarré , ou qu’elle 
foit un rhombe . Ayant mené par le point cherché F , que je 
regarde comme donné , la ligne FG qui faffe avec AF l’angle 
AFG égal à l’angle donné ACE & qui rencontre au point G la 
diagonale ylC prolongée autant qu’il eft neceflàire; on aura 
trois triangles ACE , AFG , GCF , qui feront femblables cn- 

Rr ij 
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tr’eiix. Car i“. L’angle en A étant commun aux deux trian- 
gles ACE , AFG y & les angles ACE y AFG , étant égaux 
par la fuppofition > il ert vifible que ces deux triangles feront 
femblables . 2 “. Le triangle AV>C étant ifofcelle , l'angle UC A 
ou ECG fera égal à l’angle T>AC ou ACF , & ajoutant de part 
& d’autre le même angle FCE , l’angle FCG fera égal à l’an- 
gle ACE ou AFG } & partant puifquc l’angle en G eft com- 
mun y les deux triangles AGF , FgC , feront femblables . Ce- 
la pofé , foient les inconnues CE — x y AG = , & les don- 
nées DC = a , FE = b y AC = C’y 00 aura ( à caufe des 
parallèles AD , CF , ) cette proportion : CE (x) . FE (b) 
CD (a). AF = . Or à cauîe des triangles femblables ACE, 

AFG, GCFy on trouvera AC(c). CE (x) :: AF FG 
— Et AC U). FG{-^) . CG ( ^ — c ) . D où l’on 

forme en multipliant les extrêmes & les moyens , l’égalité 
qui fournit cette conftruélion . 

Fig. ccxliii. Ayant mené du point A perpendiculairement fur AC la li- 
gne AH = , on tirera par le point du milieu L de la dia- 

gonale AC la ligne HL, & on prendra fur cette diagonale pro- 
longée du côté de C la partie LG égale à LH. On décrira en- 
fuite du centre G & du rayon GF égal à AH, un arc de cer- 
cle qui coupera le côté BC au point cherché F. Cela eft évi- 
dent > puifque par la conftruflion — cz = , & quô 

CF = ^. 

/y 

Exemple III. 

4 3 • • TP ROUVER fur une ligne droite indéfinie DE donnée de po^ 
Fic.ccxtiv. fition, deux points D, E\ dclquels ayant mené à deux points 
donnés 0> C, hors de cette ligne, les droites DO, o£, DC , 
CE] l’angle DOE foit droit & l’angle DCE égal à un angle 
donné TPS . 

Suppofons la chofe faite, je décris du diamètre DE un de- 
mi-cercle qui paflera par le point O, puifque l’angle DOE 
eft droit > & fur la corde DE je décris un arc de cercle ca- 
pable de l’angle donné, lequel paftera par confequent par le 
point C. Du point H centre de cet arc, & des points don- 
nés O , C y je mené fur DE les perpendiculaires HK , OA , 
CBy & je nomme les données OA, ai CB, b ; AB, c; les 
inconnues AK , x ; KH , y . Cela pofé , il eft clair par les 
Elemens de Geometrie , i“. Qiic le point K fera le milieu 
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de la ligne & par confequent le centre du demi-cercle 
VOE. 1°. Que fi par le Ibmmec P de l’argle donné TPS 
on mené une perpendiculaire P^ à l’un des côtés PT , l’aiv 
gle qu’elle l'ait avec l’autre côté PS, fera égal à l’angle 

KEff- Or à caufe du triangle reélangle IfAO le quarré ATO* 
ou K£ — aa ^ XX , & à caufe du triangle redlungle HKE 
k quarré HE ■=z aa ^ xx yj \ mais prolongeant HK jiif. 
qu’à ce quelle rencontre en K une parallèle QR à DE , on 
aura ( à caulë du triangle reétanglc QRH) le quarré Qti = 

hb •4“ iby ^ yy ^ cc '‘f ^cx xx . Donc puilque les lignes 
HE , HQ , Ibnt rayons du même cercle , on formera par la 
comparaifon de leurs valeurs analytiques cette équation at -t- 
XX ^ yy •= bb ihy -4- /y -+• rc icx xx , qui , en ef- 
façant de part & d’autre xx , &c pour abréger , failânt 
^ ~ " = d. Ce réduit à celle-ci ; y = . 

Si l’on confidere le chemin qu’on a fuivi pour arriver à l’é- 
quation precedente , on verra qu’elle renferme cette condi- 
tion, fçavoir que les cercles décrits des centres K, H, & des 
rayons KO, HC, fe rencontrent fur la ligne P£ dans les mê- 
mes points D , E, de forte qu’il ne refie plus qu’à faire que 
l’angle KEH foit égal à l’angle ^PS. Pour en venir à bout. 

* Ayant pris fur la ligne P^la partie P^ égale à CB, Sc ti- 
ré parallèle au côté PT , & terminé en S par l’autre 
côté PS ; il efi évident que le triangle reélangle EK H doit 
être femblable au triangle reélangle PJ^, & qu’ainfi , en 
nommant la donnée J^S , f, on aura cette proportion; EK 

(•^aa XX ). KH {y) ::P^(/). i^S (f)\ d’où l’on t'f 
xe y z= {y/aa ^ xx =. Quarrant chaque membre 

pour ôter les incommenfurables , & mettant par ordre l’é- 
galité, on trouve XX — - //ly x -4- - =^,dont l’une 

des racines fournira pour AK (x) une valeur telle que dé- 
crivant un cercle du centre /C & du rayon KO, il coupera la 
ligne DE aux deux points cherchés D, E. 

On peut trouver les racines de cette égalité , félon les ar- 
ticles 380. ou 382. ( LVv. préced. ) : mais quoique les mé- 
thodes qu’on y explique foient trés-fimples eû égard à leur 
généralité , il arrive neanmoins très fouvent qu'en confide- 

4 Rr iij 
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raiit avec attention la nature d’une queftion particulière , on’ 
trouve des conftriiftions plus faciles . Par exemple ; on peut 
remarquer ici , i®. Que fi par le point de milieu F de la li- 
gne OC qui joint les deux points donnés , on mene la perpendi. 
culairc FG qui rencontre en G la ligne DE donnée de pofition, 
on aura AG = d\ car nommant AG ^ tu les triangles reélan- 

gles GAO ,, GBC , donneront CO & GC = 

2 CZ -^cc -i-bb , & comparant enfemble ces deux valeurs 
qui doivent être égales entr’elles , puifque le point G eft dans 
la perpendiculaire FG qui divifc par le milieu la ligne OC i il 
vient zz ^ bb, d’oîi l'on tire AG (z) 

_ — d . 2“. Que l’égalité / y/ aa xx = cd — ex 

qui renferme les conditions du Problème , fe réduit à cette 
proportion} GK {d — x). KO W xx) :: JQS (f). AB' 
* Mt. 3ÎO. (c) : de forte que fi l’on décrit * le lieu de tous les points K 
tels qu’ayant mené aux deux points donnés G , O, les droites 
KG , KO , elles fojent tou)ours entr’elles en la raifon donnée de 
QS à AB 't ce lieu coupera la ligne D£ au point cherché Jf. 
Ce qui donne la conftruélion fuivante qui eft très fimple. 

Par le point de milieu F de la ligne OC qui joint les 
deux points donnés ayant mené la perpendiculaire FG , qui 
rencontre en G la ligne DE donnée de pofition , on divifera la 
ligne OG au point JVI, en forte que GM. MO:: ^S. AB. 
Et on la prolongera du côté de G jufqu’au point N ^ en forte 
■ queGiV. NO AB. Du diamètre on décrira un 

cercle qui coupera la ligne DE en un point K , duquel point 
comme centre , & du rayon KO ayant déait un cercle } ce 
cercle rencontrera la ligne DE aux deux points cherchés D, E. 

Comme le cercle qui a pour diamètre la ligne MN, coupe 
la droite DE non feulement au point K , mais encore en un au- 
tre point L] il s’enfuit qu’on peut fe fervir du point L de mê- 
me que l’on a fait du point K , pour trouver fur la ligne DE 
deux autres points qui fatisferont également , & qu'ainfi cette* 
queftion peut avoir deux differentes folutions . 

Si l’angle DCE devoit être droit auffi bien que l’angle DO£> 
il eft clair que ^5 (f) deviendroit nulle, & qu’ainfi l’égalité 

y y/,aa ^ XX = cd — ex fe changeroit en celle-ci ed —r ex 
= 0 d’où l’on tire x = à\ c’eft à dire que le centre K tom- 
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beroîc alors fur le point G. Et fi’ le point B tomboit fur le 
point A , l’égalité f y/ aa xx cd — ex k changeroit 
en celle-ci f V aa xx = — en mettant pour ed fa va- 
leur , & effaçant enfuite les termes où e (qui de- 

vient en ce cas nul ) fe rencontre ; d’où l'on voit que dans ce 
cas , fi du point O comme centre , & du rayon OK = 

— ~f - on décrit un arc de cercle, il coupera la ligne DE au 
point cherché K. Ceci s’accorde parfaitement avec les articles 
(>6. 6 t. 68. du Livre fécond , & la conffruélion generale peut 
fervir à trouver tout d’un coup dans une Ellipfe dont deux 
diamètres conjugués font donnés , deux autres diamètres con- 
jugués qui faffent entr’eux un angle donné ; ce qui dans l’art. 

.65. avoit été renvoyé ici . 

Exemple IV. 

4y. ^"J'roiS peints.^, B, C, étant donnés, en trouver un FiccCXLv. 
quatrième , jW duquel ayant mené à ces points les droites 
MA, MB y MC] les ■différences de l’une d’elles aux deux 
autres (oient données. 

Cette queffion eff fufceptible de trois différenscas. Car ou 
les trois Wgnes MA, MB, MC, font toutes égales entr’clles» 
ou il y en a feulement deux qui (oient égales entr’clles } ou 
enfin toutes les trois font inégales entr’elles . 

premier car . Lorfque les trois lignes MA , MB , MC , 
font égales entr’elle;; ou ce qui eff la mêinechofe lorfque les 
deux différences données font milles. 11 eff clair que le point 
cherché M fera le centre du cercle qui pafle par les points 
donnés A, B , C. 

Second cat. Lorfque deux des trois lignes , MB, MC, Fic.ccxlvi. 
comme MA, MB, doivent être égales entr'elles ; ou ( ce 
ce qui eff la même chofe ) lorfqu’une des différences données 
cft nulle. 

Ayant tiré du point donné C , la perpendiculaire CO fur 
la ligne Ab qui joint les deux autres points donnés A , B; 
du point M que l’on fuppofe être celui qu’on cherche , cyant 
mené les droites MP , M^ , parallèles à CO , Oi? } il cft clair 
■que AP fera égale à PB , puifquc AM doit être égale à MB . 



Digitized by Google 



jio Livre Dixie’me. 

Nommant donc les données AP ou PB , a; OP , b -, OC, ^ ; 

MC y f -, & les inconnues AM , > PM , jr, les 

triangles reftangles APM , Mr^C , donneront ces deux égali- 
tés — 2fi - 4 - ff=cc— xcy ’^yy’^bb ; 

^ dbù en retranchant par ordre chaque membre de la première , 
il vient 2 fl — /= ^«* — cc •*- 2cy — Ih, qui fe réduit à cette 
proportion i.y-^ ::c.f. De là on tire la conftru- 

ftion fuivanre. 

Soit menée par le point de milieu P de la ligne AB , la per- 
pendiculaire PD . Soit divifée l’hypothenufe 

ad prolongée du côté qu’il fera neceflàire , aux points B y F \ 
en forte que AB. ED : : c.fy Si AF . FD n c.f.Du diatne- 
tre EF feit décrit un cercle ; il coupera la ligne PD au point 

cherché M. . / i 

Car ayant mené la droite ;W/Î, il efl clair par la propriété du 

* ^rt. }îo. cercle EMF , *que AM {i). MD (y^*~ •• ^-f 'y 

& par la propriété de la perpendiculaire PM , que n == aa 
•iryy. Or comme ces deux équations renferment les conditions 

du Problème , il s’enfuit &c. 

Si par l’autre point N y où la ligne PP rencontre la circonfé- 
rence , on mene les droites NA y J\iB, NC j les deux NAy- 
NB y feront égales entr’elles , & la différence de chacune de 
ces deux droites à la troifiéme NC fera égalé à la donnes de 
forte que le point N fatisfait aufli , mais avec cette différence 
que NC eff la plus grande des trois droites , NB y NC , 
au lieu que MC eff la plus petite des trois MA , MB , MC . 
fic.CCXLVli On peut encore refoudre ce fécond cas fans aucun calcul . Je 
fuppofe comme auparavant que M foit le point cherche , & 
ayant tiré les droites MA , MB , MC , je décris du centre C, 
& du rayonCD^MA —MC y un cercle DBKFH . Du point 
D où la ligne MC rencontre ce cercle, je mené aux deux points 
donnés Ay B y \ts droites DA , DB qui rencontrent le ccrc e 
aux points £ , P i par où je tire les rayons EC , CF , & la 
corde EF . Cela fait , puifque MC -k- CD ou MD — ■ MA , 
& que les lignes CD, CE, font rayons d’un même cercle, les 
triangles DMA; DCE , feront ifofcellcs i & par confequent 
femblablcs parce que l’angle en D eff commun : c eff pourquoi 
les lignes CE , MA , feront parallèles . On prouvera de meme 
que les lignes , CF , MB , léront auffi parallèles } ce qui don- 
ne DA DE r. DM . DC DB. DF. Et de la on voitquc 
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toute la difHculte fe réduit à trouver fur la circonférence du 
cercle DEKFHf le point i) tel qu’ayant mené les droites "DA. 
DB , qm rencontrent la circonférence aux points E F- la cor- 
de €/? foit parallèle à la ligne AB. Or cela fe peut faire ainfi. 

Ayant décrit du point C un cercle qui ait pour rayon une 
ligne CD = AM — MC , & tiré AC qui rencontre ce cercle 
aux points /f, H; on prendra fur AB la partie Ag quatrième 
proportionelle à AB , AH , AK , & on mènera du point G la 
tangente GE au cercle EDHFk. Ayant mené par le point tou- 
chant E la ligne AE qui rencontre le cercle au point D on 
tirera £>C , fur laquelle on prendra le point M tel que DM . 
Z)C DA . DE. Je dis qu’il fera celui qu’on cherche ^ 

Car par la propriété du cercle DEKFH le reftangle Hyl x 
AK — DA kAE', Et par confequent B A . AD : : AE AG • 
ceft pourquoi les triangles DAB , GAE , qui ont langlc À 
commun & les cotw autour de cet angle réciproquement pro. 
^rtionnels, leront femblables. L’angle ^£g fera donc Ul 
à 1 angle ABD; mais cet angle AEG étant fait par la tangente 
EG & par la corde DE prolongée du côté de £ , a pour me- 
fure la moitié de l’arc 11 fera donc égal (en tirant par le 
^ rencontre la circonférence , la corde 

EF) à 1 angle DFE ; & par confequent les lignes F£ , AB, 
entr 'elles . Or par la conftruftion DC ■ DM :: 
DE. DA:: DF. DB. Les triangles DMA, , feront donc 
f k IV jes triangles DCE, DCF , qui leur font 

femblables font jfofcelles . Les lignes AM, MB , feront donc 
égalés chacune a DM, & par confequent entr’elles ; & de plus 

AM où D^furpafTcra MC de la grandeur donnée CD . Et 
celt ce qui etoit propofë. 

Troifiéme cas Lorfquc les trois lignes MA, MB, MC , 
font incgales entr elles . Du point donné C, je mene la per! 
pendiculaire CO fur la ligne AB qui joint les deux autres 
points donnes ; & du point M, que je fuppofe être celui qu’on 
demande, les perpendiculaires MP , m^^, fur les lignes VfB, 

AO , a\OB,b\CO , c-, AM 
^ /> & les inconnues OP , r ; PM 

y ; ^ : ce qui donne AP a -h x BP — h — x 

~ ^—y ^ — ^,CM = z—f. Par le moyen 

des triangles reélanglcs APM, BPM,C^, je trouve le trois 
equatioi>s fuivantesi la première ,zz=aa^ lax^xx^yy; 

SC 
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la deuxième , — 2 dz = W — ibx^xx «4-jy 5 la troî- 

(icme , — 2/^ =^cc — icy ^ yj ^ ; & retrati* 

chant par ordre les membres des deux dernières de ceux delà 
première , je forme une quatrième , & une cinquième équa- 
tion ; fçavoir la quatrième , xd^ — dd :=:■ aa — tb xax 

xhx , & la cinquième, xfx. — ff—aa — cc-t- 2 ax •^xcy. 
Je mets dans la première équation à la place de yy le quarré 
de la valeur àcy trouvée par le moyen de la cinquième; & 
enfuite à la place de x fa valeur trouvée par le moyen de la 
quatrième , & à la place de xx le quarré de cette valeur : ce 
qui donne enfin une égalité oit il ny a plus d’inconnues que la 
feule \ qui ne monte qu’au quarré . C’eft pourquoi on la pour- 
ra toûjours refoudre en n’employant que des lignes droites & 
des cercles , comme l’on a enfeigné dans les articles 380 , ou 
382. ( Liv. preced. J Or ayant la valeur de l’inconnue 3;, , il eft 
facile de trouver le pdnt cherché M\ car il fera dans Imterfe- 
élion de deux arcs de cercle , dont l’un aura pour centre le 
point A t Si pour rayon la ligne AM (x,) \Si. l’autre pour cen- 
tre le point B , & pour rayon la ligne BM (z — d.) 

On voit aflèz qu'en achevant le calcul , on feroit arrivé à 
une égalité du deuxième degré qui auroit renfermé dans fes 
termes des quantités tres-compofèes i de forte que pour les 
rèünir fous des expreflions fimples , comme le demandent les 
articles 380 , & 382 , on auroit befoind’un grand nombre d’o- 
perations ; ce qui rendroit la conftruélion très longue . C’eft 
pourquoi on fo fervira de celle-ci par Je moyen de laquelle on 
réduit ce cas au precedent. 

Les deux droites , AC , qui joignent les points donnés 
étant divifées par le milieu aux deux points D, F, Sc ayant 
mené du point M que je fuppofe être celui qu’on cherche , les 
perpendiculaires iW/*, M£lf fur ces deux lignes; on nommera 
les données AB , 2<f > AC , xb ; AM — MB , 2f ; AM — MC , 
ïd ; & les inconnues PP , x\ F^, y. CAx pcfé , fi Ion 
nomme 2 t la fomme inconnue des deux droites AM , BMi 
la plus grande AM fora t Sx, la moindre BM fora t — f . 
Or les triangles rcélangles AFM , BPM , donnent PM 
= ÂM — Âp‘ — BM* — c’eft à dire en termes ana- 

lytiques tt itî cc — aa — xax — xx = tt — • xct 

ce — aa lax — xx , d’oîi l’on tire r = ; & par 
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CDofcquent AM(,t^c) ^ c . On trouvera de mê- 
me par le moyen des deux triangles redlangles A^M, CQ^M, 
que AM = ce qui , en comparant enCembles les 

deux valeurs de AM y donne cette équation f = -ÿ- 

•^dy QU — d — - e = , en faifant pour 

abréger d — c •=■ f. D’ob il eft clair que le point cherché 
M doit être tel qu’ayant mené les perpendiculaires MP y MQ^y 
fur les deux droites AC, on ait cette équation 
•^fy ou ce qui revient au même cette proportion x.y^ V- 
h. ^ . Or cela fufit pour trouver la conftrudion fui- 
vante. 

Ayant joint les points donnés par les deux droites AB , 
AC y & divifé ces droites par le milieu aux points D f F -, 
on prendra fut AC du côté du point A la partie FK = ~Ç-\ 
& ayant tiré fur AB , AC , les perpendiculaires DO , KS , 
qui fc rencontrent au point H , on mènera dans l’angle QHS 
la droite HM * qui foit le lieu des points M , tels qu’ayant 
tiré de chacun d’eux les perpendiculaires MO, MR , fur les 
côtés HO t HS-, h droite MO foit toûjours à la droite MR , 
en la railbn donnée de & à ^ . Enfuite l’on tirera AE perpen- 
diculaire fur HM, & l’ayant prolongée en G en forte que EG 
' foit égale à AE, on trouvera par le fécond cas le point M , 
tel qu’ayant mené les droites JW/1 , MG, MC-, lesdeux MA, 
MG y foient égales cntr'ellcs , & la differencc de MA à MC 
foit la donnée id. Je dis qu’il fatisfèra à la quellion. 

Car par la propriété de la droite HM, on aura toûj’ours 
MO ou PP (x) . MR ou ^ b. ôc par 

confequent le’ point M fe doit trouver dans cette ligne. 11 fe- 
ra donc également éloigné des points A, G, mais de plus la 
différence de AM à MC doit être la donnée zd. Donc 

R E M A R Q^U E 

433- S* que dans cet exemple, les deux différences de 

l’une de ces trois droites M/f , MB, MC , aux deux autres 
font données ; on vouloir à prefent que ce fuflènt les deux 
Ibmmes de l’une de ces droites avec chacune des deux autres, 
ou bien la fomme de l’une d’elles avec une autre & la dific- 
rence de la même avec la troifiéme: la queflion n’en devien- 
droit pas plus difficile, & on pourroit toûjours la refoudre 
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par les memes méthodes. Ce que je n expliquerai point en dé^ 

tail , afin de laifler quelque chofe à l’indullrie des Ledlcurs. 

Corollaire I. 

4,;D E-LA on voit comment on peut décrire un cercle qui 
touche trois cercles donnés. ^ 

Fie. CCL. foient les points A , £ , C , les centres des cercles 

donnes , & le point M celui du cercle qu’on cherche , le- 
quel touche les cercles donnés aux points D , E , F , du 
cote que Ion voit dans la figure. Soient les ra)'ons des cer- 
cles donnés AD = a , BE = b , CF c i & le rayon du 
cercle qu’en cherche MD ou ou = ~ . Cela pofé, on 
aura AM — l-*- a, MB = MC = Ji — c] & 

partant AM — MB = a— i, MB — MC =i-*- c. AM 
— MC'rT^û’^c. O ou il efl: évident que la quefiion le re» 
duit à trouver un point M , duquel ayant mené aux trois 
points donnés A, £, C. les droites MA, MB, MC ,k\xx% 
differe.jccs loient données. 

Corollaire II, 

43 E-LA on tke encore la maniéré de décrire une Seélionco* 

deux autres points donnés B , C , ôc qui touche une ligne 
droite DE donnée de pofition . 

On doit diflingucr ici deux differens cas , dont le premier 
eft , brfquc les trois points donnés F , B , C , tombent du 
môme côté de la droite indéfinie DE', & le /écond lorfqu’ils 
tombent de part & d’autre . 

Fic.ccLi. Premier cat . Ayant mené FD perpendiculaire fur DE , & 
l’ayant prolongée en A en forte que DA foit égale à DF ; on 
tirera les droites FB, FC. On trouvera le point M tel que la 
différence de AM & BM foit égale k FB , SC celle de AM & 
• Def uïl. décrira enfuite * une Scélion conique 

eS*!.!!!. qui ait pour fes deux foyers les points F , M , âc pour l’axe 
qui paffe par les foyers une ligne égale à AM. Je dis qu'elle 
fera celle qu’on cherche . 

Car I®. Le point E où la ligne AM rencontre la droite DE 
eff à la Sedtion, puifque F B étant égale à AE , on aura dans 
rEllipfe la fomme des droites ££ , EM, & dans l’Hyperbo. 
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le la difFerencc égale à l’axe qui pafTe par les foyers; & par 
la même raifon les points B, C, feront au(Ii dans la Seéfion. 

Par la conftrudlion les angles /^£I) , DEA , font égaux entr’eux; * Mt. 6 o.<-r 
& par confequent la ligne ED crt * tangente en £. “i* 

il faut remarquer dans ce cas que lorfqu’on cherche le fo- 
yer M du même côté du foyer donné F par rapport à la ligne 
P£ , la Seétion qu’on trouve cfl une Ellipfe j au lieu qu’elle 
fera une Hyperbole ou deux Hyperboles oppofées , lor/qu’on 
le cherchera de l’autre côté . 

Second cas . Il eft évident que dans ce dernier cas il ne peut Fic CCLii. 
y avoir d’Elîipfe qui fatisfàffe , mais foulemcnt deux Hyper- 
boles oppofées . Pour les trouver ; ayant mené comme dans le 
premier cas FD perpendiculaire fur DE , & l'ayant prolongée 
en A en forte que DA foit égale à DF ; on cherchera le point 
M tel que la fomme de AM & B^foit égale à la donnée PB , 

& la différence àc AM Si. MC foit égale à la donnée FC. On 
décrira enfin deux Hyperboles oppofées qui ayent pour foyers 
les deux points F , jW, & dont le premier axe foit égal à AM. 

Je dis qu’elles ont les conditions requifes . 

Car 1“ Le point £ , où la ligne AM rencontre la ligne P£, 
fera à l’une de ces deux Hyperboles , puifque FE étant égale 
ï AE , la différence des droites ££ , ME , fera égale a AM 
valeur du premier axe ; & par la même raifon les points B, 

C , feront à ces Hyperboles. 2°. La ligne DE fera * tangente 
en £ , puifque par la conftrudbon les angles AED , DEF , font 
égaux entr’eux. 

Si le point C tomboit du même côté du point B par rapport 
à la ligne P£ la fomme des deux droites AM & MC feroit é- 
gale à la donnée fC ; au lieu que c’eft la différence lorfque les 
points By C , tombent de part & d’autre de la ligne P£, com- 
me l’on a fuppofé dans cette figure. 

Si l’on propofoit de décrire une Seélion conique qui eût pour 
foyer un point donné , pour tangentes deux lignes données de 
pofition, & qui paffât par un autre point donné ; on trouve, 
roit par le moyen de ces deux lignes deux points comme l’on 
vient de faire le point A , defquels ayant mené deux droites qui 
aboutiffént à l’autre foyer qu’on cherche , elles doivent être 
égales entr’elics, & leur différence ou leur fomme avec celle 
qui part du point où doit p.iffér la Seélion & qui aboutit au mê- 
'mc foyer , fera toûjours donnée ; de forte qu’on pourra toû- 

S f iij 
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jours refoudre la quellton par le moyen de l'Exemple precedcnc 
& de fa Remarque. Enfin s’il falloir décrire une Sedlion qui 
touebâr trois lignes données de pofition , & qui eût pour fo> 
yer un point donné ; on trouveroit par le moyen de ces 
trois lignes trois points, comme l’on a fait le point A par 
le moyen de la ligne P£ dans les deux cas précédons , <5c 
le centre du cercle qui paflèroit par ces trois points , feroit 
l’autre foyer de la &6tion y laquelle auroit pour premier 
axe une ligne égale au rayon de ce cercle, y 

On doit tbferver dans tous ces dillcrens cas , que fi le 
point cherché M étoit infiniment éloigné du point F ; la 
SeéUon deviendroit alors une Parabole dont les diamètres 
feroient parallèles aux lignes , qui , continuées à l'infini , 
aboutiroient au point cherché .. 

Exemple V.. 

43>*^'-|[_Jne Parabole NCS étant donnée avec un de fes arci 
FiG.ccLiir. trouver un autre arc RS qui foit à l’arc MM , cre 
rai Ton donnée de nombre à nombre-. 

Ayant prolongé Taxe de la Parabole du côte de fon ori- 
gine C jufques. en A , en forte que CA Toit égal à la moi- 
tié de fon paramétré , & décrit une Hyperbole équilaterc 
EAF c^ui ait pour centre le point C & pour la moitié de ■ 
fon premier axe la ligne CA\ on mènera parallèlement à l’a- 
xe CA les droites MB , NE , RD , SF , qui rencontrent le 
fécond axe aux points H , L, IC , O , & l’Hyperbole aux 
points B, F, P, F, defqucls on tirera fur les Afymptotes 
les perpendiculaires EP , 'E^ , DG , FI . Cela fait , il eft 
vifiblc que le rectangle AC x MN ou * le Trapefe hyperbo- 
lique HBEL efi égal au Seéteur hyperbolique CBE plus le 
triangle CLE moins le triangle CHB; & de même que AC x RS 
= CDF -4- CO F — CKD . Or fuppofant que la raifon don- 
née de Tare MJV à l'arc PS foit comme /» efi à » ( les lettres 
ro & » expliquent des nombres entiers quelconques! on aura 
par la condition du Problème AC x MN ou CBE CLE 
\ — CHB\ AC X RS ou CPF - 4 - COF — CKD :z m. n , & 

'' par confequent n CBE « CLE — n CHB = m CDF 

m COF — m CKD . Si donc l’on nomme les données 
CP i h \ CJ^\ c 1 l'inconnué CG , x i & qu’on prenne Ç/ 
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= X il eft clair * que le Secteur hyperbolique CBE. 

CDF ::♦».»,& qu’ain/î nCBE = tnCDF ; d’oïl Ion voit que 
l’égalité precedente fe change enccllc^ nCLE — nCHB = 
mCOF — mCKD qui ne renferme plus d’efpaces hyperboli- 
ques , mais feulement des triangles re£iaqgl« dont il s’agit 
maintenant de trouver les valeurs analytiques. 

Les droites CP, f/5, forment en s’entrecoupant au point V 
deux triangles redhngles VHC , VPB \ qui font fcmblables } 
puifque les angles en V étant oppofés au fommet font égaux ; 
ce qui donne HF, CV :: VP. VB , & en multipliant les extrê- 
mes & les moyens HF x FB = CF x FP. De plus à caufe de 
l’Hyperbole équilatere £.45, l’angle FC A ou CFH* e(l de- 
mi droit , & par confequent le triangle reélangle CHFed ifo- 
fcelle , audi-bien que fon Yëmblable FPB , ce qui donne FP 
= PB, CH— HF, = CH -^-Hf' — iHF. Donc 
le quadruple d u triangle r eétangle Cf/5, c’ed adiré aCH x 
HB =: iHVx HF-*- FB = iHF' 2 HFX FB =CF'-^ 
2CF X Fp = CF 2 CFx FP •*“ FP‘ — Vp' ~cp' — "PB^ , 

puifque CF -t- zCF xFP^Fp" efl le quatre de CF F P 
ou deCP. Et par confequent lctriangleCf/5 =iCp’ — (pb\ 
On prouvera de même queletriangle CLE=.\ 
que le triangle CKli = iCc — ^GO ,& enfin que le trian- 
gle COP =1 Cf — . C’eft pourquoi nommant aa la 

pujflance de l’Hyperbole, on aura le triangleCf/5 = ^ W 

, le triangle CLE = ^cc — — ^ le triangle CKD — 
, le triangle COF ~ ^ ~ ; puif- 
que *P5=-^f, ^ = -^, & mettant 

ces valeurs à la place des triangles qu’elles expriment dans l’é- 

galice nCLE nCHB = mCOF — mCK'D , on en formera 
celle.a ^ _ W ^ ^ _ x „ _ 

«* .rx' qui fe red uit, en opérant félon les réglés or- 



* .Art. Il J. 



* De f. 16. 
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dinaires de l’AIgebre , à cette égalité du deuxième degré 

^ __ = 0, dont la re- 

mUa X t^r*» — i/*»» 

iblution doit fournir pour CG (x) une valeur telle qu’en pre* 
nant CI =m ^ & tirant les perpendiculaires gD , JF , 

qui rencontrent l’Hyperbole équilatere aux points D, F-, l’arc 
RS que les parallèles VR , FS à l’axe coupent fur la Parabo- 
le , fera à l’arc MN en la raifen donnée de » à m . 

Il eft à propos de remarquer , i®. Que le fécond terme de 
cette égalité eft toujours négatif, parce que C^(c) furpafle 
CP (b); ôc qu’ainfi ces deux racines feront toutes deux vraies 
ou toutes deux imaginaires , félon que la moitié de la gran- 
deur connue au fécond terme eft plus grande ou moindre que 
aa V— racinequarrée du dernier terme ; ce qui eft une fuite 

e" — , 

de la refolutioo des égalités du fécond degré. 2®. Que CG (xx) 
étant une des racines de cette égalité , JF en fera l’autre. Car 
puilque CI— x il s’enfuit * que IF 

on fçâit que le dernier terme d’une égalité , eft le produit de 
fes racines . Si donc on divife le dernier terme éi* de l’é- 

galité precedente , par lequarré CG (xx) que l’on fuppofe 
être l’une de fes deux racines ; l’autre fera ~ qui eft le 

jf* ^ a » i 

quarré de FI. D’oîi l’on voit que û l’on prend fur les deux A- 
fymptotes les parties CG,Cf, égales aux deux racines de l’é- 
galité precedente} & qu’ayant tiré les parallèles GT > , 7 ; F, aux 
Afymptotes , on mene par les points D , F , ob elles rencon- 
trent l’Hyperbole équilatere EAF , les parallèles Pi? , FS ^ 
à l’axe ; elles couperont fur la Parabole l’arc cherché RS . 

Si OT = « , l’équation generale fe changera en celle-ci at* — 
^it£=îî XX = 0 , dont les deux racines fourniflent CG 

( x) = t = Ci», & et’ é* ) = = JQE» ‘i’oh d qu’on 

trouve par leur moyen un arc RS , femblablement pofé de 
l’autre côté de l’axe, par rapport à l’arc MN . Or comme l’on 
fçait d’ailleurs * que les deux arcs RS , MN , étant fcmbla- 

blement 
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blement pofe de part ôc d’autre de l’axe font égaux entr'eux, 
cela fert à confirmer les raifonnemens que l’on vient de faire. 

Dc-là il eft aife de conclure qu’un arc parabolique MN. étant 
donné, on n’en peut trouver aucun autre RS qui foit plus pro- 
che ou plus éloigné de l’origine C de l’axe & qui lui foit égal î 
fans fuppofer la quadrature de quelque Sefteur hyperbolique, 
ou ( ce qui revient au même^ la redUfication de quelque arc 
parabolique . 

SiOT = i&«=2, onauraa:*— 

& fi »» = 2 & » = 3 > ou , ce qui eft la même chofe , fi 
4 ’arc RS doit être à l’arc MN comme 3 eft à z , on trouvera 

^ X >« - ~ ~ o\ ÔC la rcfblution de ces 

égalités fournira celle du Problème. Il en eft de même des au- 
tres valeurs de ct & » . 

M. Bernoulli célébré Profefleur des Mathématiques à Gro- 
ningue , a refolu le premier ce Problème d’une maniéré diffe- 
rente de celle-ci. On peut voir ce qu’il en dit dans les Aéles de 
Leipfic de l'année i6p8. p.261. 

ExempleVI. 

437 * |[_Jn angle B/IC étant donné avec un point D au dedans de Fic.ccLiv. 
cet angle ; décrire un cercle qui paffe par le point donné D , 
qui touche le côté AB en quelque point P , & qui coupe fur 
l'autre côté AC une partie OC égale à une ligne donnée la. 

Ayant fuppofé le Problème refolu, on mènera du point 
donné D , la ligne DA qui pafle par le fommet A de l’angle 
donné , la ligne "DP qui pafle par le point touchant P & ren- 
contre en H le côté AC prolongé , la ligne PB parallèle à AC^ 

& la perpendiculaire DB fur le côté AB : & ayant divifé la 
partie interceptée OC (la) par le milieu en on nommera 
les inconnues AP , a?; K '> , f ; & les données A£ , 

m\ AB, g', BD , b\ DE , f-, AD , ». Cela fait ,_on aura 

par la propriété du cercle AP (xx) — CA x, AO ou ASl ixjù 
— âP (<*<*)> & partant = ata: De plus les trian* 

gles femblables PED , PAH, donnent AE (m)’ AP (x) :i 
PH(/). HP = -^. EtPE(m-x). ED(f)::A^x). 

Donci/.^ = ;^-H^ & CH X HO ou Jf^'- 

Tt- 
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-^V — (en 

«‘—X ' 

mettant pour 3 ;, 3 ;. fa valeur xx aa) — T>Hx HP ( ) par 

la propriété du cercle > c’eft à dire qu’en divilânt par ac, on au< 
ra cette égalité a? Or PD ou DH — HP 

= j & ( à caufe du triangle reétangle DBF ) fon quar- 

- m0itf — ^mtfx ttxM ^ . , f 

= JTA? —7gX ^^•gg ^bb=xx— tgX 

nn en mettant pour bb ~^gg h valeur an ; d’oîi l’on tire — 
^ ^ & multipliant pir 



rc 



m — AT , & tranfpofant le terme ^ , il vient mx — :rjr 

m~x ^ 

_ mxx ^rmx — /x ^ mnm pijtx mmx^mmx ♦ «m» 

2^ = , pmfque 

à caulê du triangle reétangle VEB on trouve ff=bb -^gg — 
2gm -4- mt» = nn — 7gm -4- mm : c’eft à dire , parce que la 
djvifion le fait au jufte , mx — xx-*- a/z = — mx -*-Hn ou 
— XX — 2 *»x -*• nn . Quarrant enfin chaque membre , 
& mettant pour ^ fâ valeur xx -4- aa on aura cette égalité 

X* — xmx’ -4- 4 .mmxx — t^mnnx -4- == a 

— 4 / —4^^ 

- 4 - 2 »» 



qui cft du quatrième degré , & dont les racines que l’on trou- 
vera par le moyen d’un cercle & d’une Parabole donnée ou de 
telle autre Seftion conique qu’on voudra doivent fournir pour 
AP (x) des valeurs telles que menant PM perpendiculaire fur 
AP , tirant PD , & faifant l’anole PDM égal à l’angle DPM , 
le point M y où. Ce rencontrent Tes côtés VM , PM du triangle 
ifofcclle DPM, foie le centre du cercle cherché, qui aura 
pour rayon la droite MP ou MD . Ou bien fi l’on prend fur le 
côté AB la partie vîP = x , & fur l’autre côté AC la partie 

AQ = y'xx •*• aa y Sx. qu’on mene fur ces côtés les perpendi- 
culaires PM y ^IM i le point M où elles Ce rencontreot , fera 
le centre du cercle qu’on demande. 

Gomme rien n’efl: plus propre à donner de l’ouverture à 
l’cfprit , que de fiire voir 1« difièrens chemins qu’on peut fui- 
vre pour arriver à la connoiffance de la même vérité ; je vais 
donner un autre maniéré de refoudre cette quefiion , qui me 
paroit encore plus naturelle que la precedente . 
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Ayant fuppofé que le point M foit le centre du cercle cher- 
che, on mènera les perpendiculaires MP, M^, fur les c^ 
tes de Tangle donné BAC, & les parallèles MF, MG, à 
ces côtés J & du point donné D , on tirera les parallèles 
DB, DE, DK, à MP, MF, AB. On nommera enfuite 
les données DB , i i BE , c ; VB , f i AB , g i' AE , m 
AD, »; & les inconnues AP, xi PM ou MD, y, & on 
aura PB ou DK = ^ — Je , MK =7 — b : ce qui 
donne ( à caulc du triangle reétaogle MKD ) l'équation 
yy gg — igx "*• x>e -*■ JJ — 1 ^/ hb , d’oîi l’on ti* 
K y = - y jt r cti mettant pour 

Il ..i,. gg fa valeur nn . Or à caufe des triangles fcmbla- 
bles DBE , MVF, on a cette proportion DB (b) BE (c) :: 
PM (y) PF = -V^, & partant AF ou MG — ** 7 ^ s 
& à caufe des triangles fèmbl a blés Z)BH, M^IG, DE (f). 
DB (b) :: MG ( }. M^=- . Donc puifque 

par les conditions du Problème , il faut que ^ moitié 
de la partie interceptée OC foit égale à la ligne donnée *, 
& que les droites MC Si MP foient rayons d’un meme 

cercle cherché ; il vient MC = — * ~ aa =■ 

(.yy) i & multipliant par ff on aura bbxx — ibcxy 
ccyy aaff = fyy — bhyy ccyy, en mettant pour/ 
fa valeur hb ^ cc , c’eft à dire fjxx ’*/• aaff = ccxx 
Tbcxy -H bbyy , en effaçant de part & d’autre ccyy , & 
mettant pour bbxx fa valeur ffxx — ccxx ; ce qui donne 

par l’extraélion de la racine quarrée , f/xx aa ~ ex 
by = ■ ~ ^ - t , ** en mettant pour y fâ valeur 

** ~~ 'f* '*' ■ *” , & cn6n fi l’on met pour g — c fa valeur m, 

on trouvera la . même égalité que ci defifus if>/xx aa 
=; XX — 2mx ^ nn, _ 

Voici encore une nouvelle maniéré de refondre cette que- 
ftion, qui donne d’abord une conftruélion fort aifée> mais qui 
demande la defeription de deux Paraboles, i®. Je cherche le 
lieu des points M, tels qu’ayant mené de chacun de ces points 
au point donné D une ligne droite MD , & fur la ligne AB 
donnée de pofition la perpendiculaire MP •, ces deux lignes 
MD , MP. , foient toujours égales cntr’clles : & je vois fans 
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*^rt. I, aucun calcul que c’eft* la Parabole qui a pour foyer le point 
P , & pour direélrice la ligne Je cherche le lieu des 

points M y tels qu’ayant décrit de chacun de ces points un cer. 
de qui paflè par le pc«nt donné P i ce cercle coupe fur la li- 
gne AL donnée de pofition, la partie OC égale à une ligne don- 
née la. Je mené à cet effet du point donné P la perpendieu-, 
laire DL fur AL y & d’un des points cherchés M que je regar- 
de comme donné , les perpendiculaires iifi? , furPZ.,. 

AL , & ayant nommé les inconnues & indéterminées PÆ, jr; 
RM y y y qui font entr elles un angle droit DRM , & la connue 

PL, bi j’ai à caufe du triangle reélangle MRD le quarré Mï> 

( — XX yy y caafe du triangle redangle le quarré 

MC = {hb — zbx >*• xx) (aa). Or les lignes 

MD, MC, étant rayons du même cercle font égales entr’eU 
les , & par confequent xx-^-yy =zbb — 2 bx xx aay ou 
yy = bb aa — 2bx. Si donc l’on conftruit la Parabole qui 
eft le lieu de cette équation , il eft vifible qu’elle paffèra par 
le centre M du cercle qu’on demande ; mais la Parabole qui a 
pour foyer le point D & pour dircdricc la ligne AB devant 
au ni paffer par ce centre , il s’enfuit que le centre du cercle 
cherché fc trouvera dans rmterfeélion de ces deux Paraboles . 

Exemple VII. 

4 3 S . U” N cercle qui a pour centre le point A & pour rayon la 
FiccCLV. droite AM , étant donné, avec deux points B , B, fur le 
même plan > trouver fur la circonférence au dedans de l’angle 
EAf y le point M tel qu’ayant mené les droites AM, EM, 
FM ; les deux angles AME , AMF , foient égaux éntr'eux . 

Si les lignes AE , AF , étoient égales cntr’elles , H eft vifo 
blc que la ligne qui diviferoit par le milieu l’angle EAF , cou- 
peroit la circonférence dans le point qu’on demande . C’eft 
pourquoi on fuppofera que ces deux lignes font inégales , & 
même pour éviter la confufion que c’eft la ligne AE qui eft 
moindre que la figne AF . Or cela pofé , je refouds ce Pro- 
blème en deux differentes maniérés , 

PremieréManié'rë. 

Ayant fuppofé que le pcânt M foit celui qu’on cherche,, on 
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mènera les droites MB , MD y qui faffent fur AF , AE, des 
angles MSA, MDA, égaux aux angles /I jVF , AME, & 
par confequent entr’eux ; & à caufe des triangles fembla- 
bics AFM, AMB , & AEM , AMD , on aura ces deux 
proportions AF . AM :: AM. AB. Et AE . AM :: AM : 
AD. Donc puifque les lignes AF , AE, font données avec 
le rayon AM, les parties AB, AD, des droites AF, AE , 
le feront auffi . Maintenant , fi l’on mene les droites MP , 
M^, parallèles à AE , AF; les triangles BPM , D^M 
feront femblables , puifque les angles APM , AQM , font 
égaux, comme aufii les angles QDM , complemcns 

à deux droits des angles égaux, MBA, MDA ; & partant 
fi l’on nomme les données AB, a; AD, h; & les incon- 
nues AP ou QM , x ; PM ou ; on aura BP ( x — a ). 

PM C y) " Dj^( y — h ) . ^IM ( A? ) ce qui donne ( en 
multipliant les extrêmes & les moyens ) cette équation xx 

— ax = yy — by , ou'yy — by — xx ax = o , 
dont le lieu eft * une Hy^rbole équilatere qui fe conf 
truit ainfii 

Soient prifes fur les lignes AF , AE , les parties AB , 
AD, troifiémes proportionnelles à AF , AM , & à AE , 
AM : foit tirée par le point C milieu de BD une ligne 
droite indéfinie CH parallèle à AB , fur laquelle foit pri- 
fe la partie CK =± y/\l>b — ^ \aa ( la ligne AD {b) fe- 
ra plus grande que B A (a), puifqu’on a fuppofé que^fi 
eft moindre que AF ) : foit décrite une Hyperbole équila- 
tere qui ait pour centre le point C , & pour la moitié d’un 
fécond diamètre la droite CK , dont les ordonnées HM foient 
parallèles à AD. Je dis qu’elle rencontrera la circonférence 
du cercle donné, au point cherché M. 

Car menant CL prallele AD ; il eft clair que les lignes 
CH, CL, diviferont par le milieu les droites AD , AB, 
aux points O, Z; puifque le point C coupe en deux par- 
ties égales la ligne BD , & qu’ainfi CH ou AP — AL 
= X — , HM ou PM — AO = y — ~b. Or par 

la propriété de l'Hyperbole équilatere , HM = CH -h 

CK , c’eft à dire en termes analytiques yy — by -4- ^bb 

— — ax ^aa ^bb — ^aa ; d’où l’on tire l’é- 
quation yy — by = xx ■ — ax , qui étant réduite en pro- 

' T t iij 
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portion ^ donne BP ( x — a ). PH iy) :: DQ (y — b) 

) . Donc puifque les angles BPM. ^ , font 

égaux , & que les. côtés autour de ces angles (ont propor> 
tionnels > les triangles BPM^ » feront femblables , & 
par confequent l’angle MBP fera égal à l’angle , & 
leurs complemcns à deux droits ABM, ADM , feront é- 
gaux. Mais puifque AB. AM:: AM. AP, & AD. AM :z 
AM. AE , les triangles ABM, AMF ^ & ADM , AME^ 
feront femblables . L'angle ABM fera donc égal à l’angle 
AMF, & l'angle ADM à l’angle AMEi ôc par confirquenC 
les angles AMF , AME , feront égaux entr’eux , puifqu’on 
vient de prouver que les angles ABM, ADM, le font. 

On prouvera de meme que l’Hyperbole oppofée à celle- 
ci coupera la circonférence au dedans de l’angle oppofé au 
fommet à l’angle EAF , en un point M tel qu’ayant me- 
né les droites AM, ME, MF i les angles AME ^ AMF „ 
feront égaux entr’eux: comme aulTi que ces deux Hyper- 
boles équilateres oppofées couperont la circonference au de- 
dans des angles qui font à côté de ces deux>ci , chacune 
en im point M tel qu’ayant mené les drt^es MA , ME , 
MF ; l’angle AME fera égal au complément à deux droits 
de l’angle AMF. 

Si l’on prend fur CL la partie CG égale à CK , il eft 
clair * que CG fera la moitié du premier diamètre conju- 
gué à CK , & qu’ainfi * l’une des Âfymptotes de ces deux 
Hyperboles fera parallèle à KG. Or dans le triangle ifofcel- 
leGCK , l’angle externe GCO ou fon égal B AD vaut les deux 
internes oppofés , c’efl à dire le double de l’angle CGK . 
Donc puifque les lignes CG, AD, font parallèles, il s’en- 
fuit que la ligne KG & par confequent l’une des Afymp- 
totes fera parallèle à la ligne qui divife par le milieu l’an- 
gle DAB. De plus il eft évident que la ligne AD eft une 
double ordonnée au fécond diamètre CK, puifque OD ou 
ÔA (^bb) — c5' ( laa ) -*- cic' ^bb — ) -, ÔC 

qu’ainfi l’une des Hyperboles équilateres oppofées pufTe par 
le point D , & l’autre par le point A . Ces deux remar- 
ques donnent lieu à une nouvelle conftruétion qui eft plus 
ümple que la precedente : la voici. 
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Ayant pris fur les lignes AF , AE , les parties AB, AD, Eic. CCLVI. 
troificmes proportionnel les à AF , AM, Se ^ AE , AM > 
on mènera par le point de milieu C de la ligne BD deux 
droites indéfinies CH, CK, l’une parallèle & l’autre per» 
pcndiculaire à la ligne AP , ■qui divife par le milieu l’angle 
donné EAF . On décrira enfuite entre ces deux lignes com- 
me Af>'mptotes, par les points D, A, deux Hyperboles op- 
pofees , qui couperont la circonférence du cercle donné en 
des points M tels qu'ayant mené les droites MA, ME, MF’, 
les deux angles AME , AMF , feront égaux entr’eux -lorf- 
que le point d’interfedHon M tombe dans l’angle EAF ou 
dans fon oppofé au fbmmet ; & l’angle AME fera égal au 
complément à deux droits de l’angle AMF lorfqu’il tombe 
dans l’un ou dans l’autre des angles à côté . 

On n’eft arrivé à cette dernicre conftruciion qu’en fuppo- 
fant la première qui efl fondée fur le calcul , ôc en faifant 
enfuite des remarques qui font afTtz recherchées . Il cft ce- 
pendant facile de la démontrer tout d’un coup , fi l’on fait 
attention à une propriété de l’Hyperbole équiiatere qui fc 
trouve dans l’article 361. ( Liv. VIII. ) & qui d’ailleurs fe 
peut aifément prouver . Car fi l’on mène du point M où 
l’Hyperbole équiiatere DM rencontre la circonférence du cer- 
cle donné, aux deux extrémités B, D , du premier diamè- 
tre BD, les droites BM, DM, qui rencontrent l'Afÿmptote 
CH aux points O, L , & la ligne AP qui lui efl parallèle 
aux points S , R ; il cft clair félon cet article , que MO cft 
égal a ML , & qu’ainfi l’angle MOL ou MSF ou BSA eft 
égal à l’angle MLO ou DR A. Mais par la conftruélion l’an- 
gle BAS cft égal à l’angle DAR, puifquc la ligne AP divife 
par le milieu l’angle EAF . Partant les angles reftans ABM, 

ADM, dans les deux triangles ABS, ADR , feront égaux en- 
tr’eux ; d’où il fuit que les angles AMF , AME , le font auffi. 

Et c’ett ce qui écoit propofé . 

On peut trouver facilement par le moyen de cette derniè- 
re conflruélion , une égalité trés-fimple qui ne renferme qu’- 
une feule inconnue, & dont la conflruflion qui fc pourra fai- 
re par telle ScSion conique qu’on voudra fuivant les réglés 
preferites dans le Livre precedent, fournira la 4-efolution du 
Problème. Soir mtnc'e à cet effet du point M la ligne MP 
parallèle à rAfymptote CK, & qui rencontre l’autre Afym- 
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ptote CH au point H ; & foient nommées les données 'AM 
a\ AK , b\ CK, c\ & les inconnues A?, x’, PM, y. Ce- 
la pofé, on aura par la propriété du cercle l’équation xx 
^ yy aa, Sx. par la propriété des Hyperboles oppofées 
* ^rt. loo. # l’autre équation CH x HM ( xy ex — hy ^ hc ) 
r= CK % KA (bc)i fx qui donne xy — ex — h =*t 
d’oîi l’on tire y = Mettant le quarré de cette valeur 
à la place de yy dans la première équation xx^yy = aa ^ 
& opérant à l’ordinaire on formera cette égalité du quatrié- 
me degré x* — ibx* ^ bhxx H" zaabx - — aaib = o, 

ec 

— aa 

Or fi l’on mene du centre C des Hyperboles, perpendiculai- 
rement h AC, la ligne CG qui rencontre la circonference au 
point G ; les triangles r eétan gles ACG , AKC , donneront 

Cg’ = — 3ÏC‘ = ÂM (aa)^y4K (bb) — CK 

( ee ). Ceft pourquoi nommant la donnée CG, i»; on chao< 
géra l’égalité precedente en celle-ci x* — — mmxx 

■ 4 - zaabx aabb = o , dans laquelle les données font le 

rayon AM (a), les lignes AK ( b ), CK (e) , CG (m), 
& l’inconnue x exprime des valeurs de AP telles que me- 
nant les perpendiculaires PM, elles rencontreront la circon- 
férence aux points cherchés . 

Pour diftinguer entre les deux points ou chaque perpen- 
diculaire PM coupe la circonférence du cercle , celui qui 
fert à la queftion prefente } il faut obferver de mener PM 
du côté où l’on a fuppofé que tomboit le point M par rap- 
port à la ligne AP en faifaiit le calcul , lorfque fa valeur 
qu’on a trouvé ci-defTus eft pofitive , c’eft à dire, fort 
que X eft en même temps vraie & plus grande que b, ou 
bien lorfqu’elle eft faufle ; & au contraire il la faut me- 
ner du côté oppofé , lorfque fa valeur eft négative , c’eft 
à dire , lorfque x eft en même temps vraie & moindre 
quc&. 

Seconde Manie're. 

Fig. cclvh. Ayant mené par le point cherché M que l’on regarde 
comme donné la droite MP perpendiculaire au rayon AM , 
& par le point P où elle rencontre .Af la droite GH pa- 
rallèle à AM, laquelle rencontre en H la ligne MF , Sx 

en 
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en G la ligne EM prolongée qui coupe en C la droite AF > on 
aura à caulè des triangles femblables FAM^ FDM , cette pro- 
portion : AM. DH : : AF . FD . Et à caufe des triangles fem- 
blables CAM, CDG, cette autre , AM . DG AC. CD. 
Or la ligne X)G efl égale à DH , puifque par la condition du 
' Problème les angles AME , AMF , derant être égaux , les 
angles DMH , DMG , le feront aulfi . Donc AF . FD : : AC . 
CD, & AF •+• FD. AF AC •^CD ou AD. AC. Cela po- 
fé, feient menées EB , MP , perpendiculaires fur /îf , ÿcM^ 
perpendiculaire fur EB: & foient nommées les données AM, 
a\ AB, b-, EB, c\ AF, dh & lesinconnuës AP , x\ PM, y. 
Les triangles reélangles femblables APM , AMD, donneront 
AP (x). AM (a):: AM (a). AD — -^. Et partant FD 
= d — &Jes triangles femblables EQM, MPC , don- 

neront F^ou EB — MP ( c — y ) . QM ou AP — AB {x — h) 
MP {y). PC = Donc AC ou AP •*- PC = , 

& mettant dans la proportion precedente AF ■+• FD . AF : : 
AD. AC à la place de ces lignes leurs valeurs analytiques , on 
formera (en multipliant les moyens & les extrêmes) cette équa- 
tion 2cdxx — aaex — ibiixy ai^by aad'y == aade , qui 
fe réduit en divifant par 2cJ, & en faifant (pour abréger) b 
<*> d =/, à cette autre xx — \yx — ^y — ^ 

— 0 , dont le lieu qui eft une Hyperbole entre fes Afympto- 
tes étant conftruit félon l’article 33p.^Liv. VU. ) coupera la 
circonférence du cercle au point cherché M. 

Si l’on veut avoir une égalité qui ne renferme que l’inconnue 
X , on fe forvira de l’équation au cercle xx -4-77 = aa , dans 
laquelle mettant à la place de 77 le quarré de 7 trouvé par le 
moyen de l’équation precedente, on arrivera à une égalité du 
quatrième degré qui ne renfermera que l'inconnue x, & dont 
l’une des racines exprimera la valeur de la cherchée .ÆP. 

Exemple VIII. 

439. U N cercle qui a pour centre le poinO A étant donné 
avec deu.x autres points E , F -, trouver fur la circonfé- 
rence le point M tel qu’ayant mené les droites AM, MF, 
ME ; le fînus droit de l’angle AMF foit au finus droit dç 
l’angle AME, en la raifon donnée de w à », / 

Vu 
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■Je refonds cette qucüion en trois diftcrcntes maniérés. 

PREMIERE Manie’ RE. 

Ayant pris fur les droites données AF, AE^ les parties 
AB , AD , trorfiémes proportionnelles à AF , AM , ôc à 
AE , AM ; on mènera du point cherché M que l’on re- 
garde comme donné les droites MB , MD , les perpendi- 
culaires MG , MH , fur AF , AE , & les parallèles MP, 
Mj^, à A£ , AF- Ayant pris fur BM la partie BK éga- V 
le à DM , on tirera du point K les droites KO , KX, , 
parallèles à MG , MP , & du point donné D la perpendi- 
culaire DC fur AF . Cela fait , les triangles femblables 
BMG , BKO , donnent BM. BK ou DM : : MG .KO. Or 
par la condition du Problème #». » :: KO . MH ; puifque 
prenant D7if pour rayon ou finus total , les droites KO, 
MH , fêrcnt les fmus droits des angles MBF , MDE , ou 
de leurs complemens à deux droits MBA , MDA , égaux 
par la conftruélion aux angles AMF , AME . Donc en 
multipliant par ordre les antecedens & les confequens de 
ces deux pr<^x)rtions on aura m x BM. * x MD:z MGx y 
KO- KO X MH : : MG. MH : : MP- M^. à caufe des 
triangles femblables MPG, MQH. Cela pofe. 

* On nommera les données AD , a > AC > ; CD , c i 

AB , d\ AM , r ; & les inconnues AP ou M^lj, x ; PM 
ou AQ , y ; & les triangles femblables ADC , PMG , ^IMH 
donneront PG = , MG = , jQH = , HM - 

= ~ , AG = X ^ ^ , GB on AB — AG =. d — x 

— 4 . & 

à caufê des triangles redlangles BGM , VHM t on aura 
BM ou BG* -H Gw’ = XX ^ xy — idx 

__ y <dr dd ^ = XX ~ xy •‘t- yy — 2dx — ~y 
•«- dd en mettant pour bb cc fa valeur aa à caufe du trian- 
gle rcétangle ACD\ & de même DM = yy xy xx 

2ay — ^bx aa . Or par la propriété du cercle , le 

quarré AM (rr) — AG (xx-*" xy GM 

XX •*" xy •*‘yy en mettant pour bb cc fa va leur a a . 

Si donc l’on fubftituë dans les valeurs de BM & de DM à 
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la pJace àcyy •¥> ~ xy xx cette valeur rr , & que pour 
abréger on fâfle rr Jd ■= Sc rr aa = gg , on trou- 
vera J3yM=v^ — idx — ~y ,& DM=^ gg — lay — ibx. 

Subftituant enfin ces valeurs à la place de £M & de DM 
dans la proportion m x BM. n x DM ; ; MP ( > ) . M{^ 

(x) que l’on a trouvée ci-defTus; & multipliant les extrêmes & 
les moyens, on formera cette équation mx y/ff — idx — 

~ny ■</ gg — 2 ay — ai* de laquelle quarrant chaque mem- 
bre, & fâifant évanoüir l’inconnue y par le moyen de l’é- 
quation au cercle xx xy yy =x rr ^ on arrivera V 

à une égalité du fixiéme degré qui ne renfermera plus 
que J’inconnuë x , & qui étant relbluë félon les réglés du 
Livre precedent , donnera pour AP ( y) une valeur telle \ 
que menant PM parallèle à AE , le point M où cette li- 
gne rencontrera la circonférence , fera celui qu’on cher- 
che . 

Si l'on fuppofe que m = a , U eft évident que les an- 
gles MBF , MDE , feront égaux > & qu ainfi les angles 
ABM , ^DM y ou AMF , AME , le feront auflî . D’où 
rôn voit que le Problème precedent n’eft qu’un cas parti- 
culier de celui-ci. 

Seconde Manie' re. 

Ayant Joint les deux points donnés £ , F , par une li- Fic.cclix. 
gne droite, on tirera du centre donné A les droites .<40, 

APy l’une perpendiculaire & l’autre parallèle à cette ligne, 

& par le point cherché M que l’on regarde comme don- 
né la parallèle à AD , on mènera aufli du même 
point M, le rayon AM qui rencontre ££ en- O , & les 
droites EM , FM , fur lefquelles on abailTcra des points 
O , F y E y les perpendiculaires OG, OH , FC , EB , Cela 
fait, les triangles femblablcs £0G, EFC, Sx.FEB , FOH y 
donneront £0. EF.iOG. FC, Ex EF. FO :: EB. OH, & 
partant £0 x EF. EF x FO ou £0. FO OG x BE. CF x 
OH, c’eli à dire , en raifon compofée de OG à OH , ou 
de m a » (puifqu’en prenant MO pour le rayon ou finus 
total, les droites OC , OH, font les finus droits des angles 

Vv ij 
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EMO , F MO, complemcns à deux droits des angles AME, 
AMF ) , & de ££ à CF ou de EM à MF à çaufe des trian- 
gles rectangles femblables BME , CMF . On aura donc 
EO. FO :: m x EM. n x MF . Cela pofé. 

On nommera les données ou ED , b\ DF, 

c ; AM , r; & les inconnues AP , x\ PM , y, üc on aura 
à caufedes triangles femblables ylPvlf , ADO, cette propor- 
tion, MP (^J. AP (x)::AD (a). DO — -^/. Et par- 
tant £ 0 =^’-'^, FO = Or les triangles retftan- 

gles EM^, FM^, donnent £M = {bb^zhx^xx) 
«+■ M^ {aa — zay •^jy) =^-t- itx — lay ( en mettant 
pour XX ^yy fa valeur rr à caufe du triangle reiftangle APM, 
& feifant pour abréger aa bb rr=ff) & de même 
FM = (ce — 2CX xx) "*• -M^ {aa — ■ 2ay ^yy) 

= mettant pour xx yy fa valeur rr , 

& faifant pour abroger aa cc rrr= gg. Si dans la pro- 
portion precedente EO. FO :: ra x EM . n x MF , on met 
à la place de ces lignes les valeurs analytiques que l’on vient de 
trouver & qu’on multiplie les extrêmes & les moyens,on 

formera cette équation bny a»x gg — icx — 2ây 
= mey — max ff •*“ 2ix — 2aj , de laquelle quar- 

rant chaque membre & faiümt évanoüir l'inconnue y par le 
moyen de l’équation au cercle xx'^ yy^x=z rr, on arrivera en- 
core à une égalité du fixiéme degré , dont la refolution four- 
nira pour AP {x) une valeur telle que menant la perpendicu- 
laire PM , elle ira couper la circonférence au point cher- 
ché M . 

C’eft à peu près de. cette façon que M. Delcarres refond 
cette quellion dans la foixantc cinquième de fes Lettres , Tonr. 
3. Elle lui a voit été propofée par M dcRoberval , d'une ma- 
niéré qui parole differente de celle-ci , mais qui dans le fond 
revient à la meme chofe. 

TROISIEME Manie' RE. 

ritCCLX. Soient décrits des diamètres AE , AF , deux cercles /IPT , 
A5T , fur lefqucis foienc portées depuis le point A deux cor- 
des quelconques AR , AS , qui feient toûjours cntr’dles en la 
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nifon donnée de i» à »; & foient tirées les droites ER , FS^ 
qui s’entrecoupent au point M. Je dis que la ligne courbe AMf 
qui eft le lieu de tous les points M ainfi trouvés , coupera le 
cercle donné ( dont le centre eft en A ) au point cher, 
ché M. 

Car tirant AM & le prenant pour rayon ou finus total , il 
eft clair que la corde AR cft le ftnus drcMt de l’angle AME , 

& la corde AS le finus droit de l’angle AMF . 

11 eft à propos de remarquer i°. Que cette conftruélion ace- 
la de particulier , qu’elle ne réiHTiC pas feulement lorfqu’il s'a^ 
gic de trouver le point Mfur la circonférence d’un cercle dont 
le centre eft en A , mais encore fur telle ligne courbe qu’on 
voudra . 2°. Qu’ayant trouvé deux points de ce lieu de la 
manière que l'on vient d’enfeigner , les plus proches que l’on 
pourra de la ligne courbe donnée , il fuffit d'en tracer la portion 
qui joint ces deux points ; ce qui rend la pratique de cette con- 
ftruélion fort aifee . 3®. Que le lieu de tous les points M ainfi 
trouvés eft du quatrième degré , comme il eft facile de voir 
par le calcul de la fécondé maniéré , en obfervant de ne point 
lubftituer dans les valeurs de EM & FM à la place de xx^jj 
le quarré rr que l’on trouve par le lieu au cercle ce qui donne- 
ra pour l’équation de ce lieu nby nax ■>/ c • — x* ^ a — y 

= tncy — max ^ x a — y , dont les inconnues x^j 
montent au quatrième degré, lorfqu’ellc cft délivrée d’in- 
commenfurables . 4®. Que ce n’eft pas une faute legere en 
Geometrie , félon M. Defeartes , d’employer une ligne cour- 
be trop compofee pour refoudre un Problème j de forte que 
félon lui , on doit preferer à cette derniere folutioo les deux 
precedentes , oh les deux lieux qu’on a trouvés , & qui déter- 
mineroient par leur intcrfcélion avec la circonférence donnée , le 
point cherché , ne font que du troifiéme degré . 11 me paroît 
neanmoins que la facilité d’une conftruéïion& fâ fimplicité peu- 
vent récompenfer en quelque forte ce défaut , & c’eft ce qu’on 
verra encore dans l’Exemple qui fuit . 

Exemple IX, 

D I vis ER un triangle foalene donné en quatre par- Fic.ccLXi. 
tics égales , par deux lignes droites FG , qui s’entrecou- 
pent à angles droits au point H. 

Vu iij 
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Si l'on attention fur la nature de ce Problénie, on verra 
I”. Que deux des extrémités P , F , des deux drdtes VE, fG^ 
fe trouvent neceflaireraent fur l’un des côtes AC du triangle 
donné ABC, & que leurs deux autres extrémités E, G , fe 
trouvent chacune fur chacun des deux autres côtés BC, BA , 
i®. Que les deux points cherchés D, F , doivent avoir deux 
conditions, dont la première e(l que les lignes P£, FG , qui 
divifent chacune le triangle en deux parties égales , s’cn> 
trecoupent à angles droitsen un point H, & la féconde quelles 
ferment avec les deux autres c6:ésdu triangle donné , un qua- 
drilatère BGHE qui toit la quatrième partie du triangle yifiC. 
Cela pofé . 

Soient menées fur le côté fC les perpendiculaires G J , BK ; 
EL , & foient nommées les données AC , 2a ; BX , b > AK , 
c; KC y ôc ks iirconnuës AF , x -, CD , j. Puifque Ic 
triangle AGF, ou G/ x ^ AF doit être la moitié du triangle 
ABC (ab) y il s’enfuit que GI= ; & par la môme raiton 
EL ==■■—. Or les triangles femblabksCBX, CEL, & ABKf 
Agi, donnent B/T (b). EL (-^) :: CK (d). CL — -^. 
Et BK (b). GI AK (c). Al — ^. Et partant 

PZ. ou CP — CL— J — F/ ou AF — Al = x — V-* 
Mais les triangles rcdlangles P£L , FGI , font fcmbla blés en- 
tr’eux; puilque chacun d'eux ell femblable au même triangle 
F DH, qui ed reélangle en H félon la condition du Problème 
que les deux lignes DE , FG, s’entrecoupent à angles droits. 
On auradoncFL >, LV : : Fl (*-^). JG 

( nr)> ce qui donne , en multipliant les extrêmes & les mo- 
ye ns, cette équation xxjfjr — acyj — adxx •»- aacdr=.*abb , 
ou XX — ac*yy — ad= aabh , qui renferme la première con- 
dition du Problème; de forte qu’il ne refte plus qu’à accom* 
pfir la féconde} fçavoir que le trapefo BGHE foit le quart du 
triangle donné ABC . . 

Pour en venir à bout . Du point d’intcrlcélion H des deux 
droites PB, FG , foient menées aux trois angles du triangle 



ABC, les lignes H/ 1 , ôconaura i®.FP — xa). 

AF (x):: FHV d^b). FHA= Et partant le 

triangle AHG ou le triangle FGA moins le triangle FHA = 
— JK (i^)::AG. AGB:t 

C rHG ( CHB = . On trou- 

vera par un raifonnement femblable que le triangle HEB 5= 



/ 
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. Maintenant û l’on ajpûte cn(èm- ; - ' 

•' t i 

We les triangles «GB , HEB , on formera Icquacfrüatere //G- 
BE qui doit être égal à la quantité ^ ab quatrième partie du 
triangle ABC : ce qui donne pour la féconde équation mx yy 

iaX 847 * 4 - IO 4 <» = 0 . 

Si l’on fait évanoüir par le moyen de ces deux équations l’in- 
connuë y » on arrivera à une cgalitéde huitième degré qui ren* 
fermera toutes les conditions du Problème, & dans laquelle il 
n’y aura plus qu’une feule inconnue x ; de forte que route la 
difficulté cft réduite à trouver les racines de cette égalité Et 
c’eft ce qu’on peut faire par le moyen de deux lieux du troifié- 
me degré , comme l’on a enféigné dans les articles 4I7 , & 41S 
(Liv.pfeced.) Mais comme laconftruélion de ces lieux devient 
fort embarraflée & d’une longueur infuportable dans la pratb 
que , à caulé de la multitude des termes de leurs équations , il. 
ell txaucpup plus naturel deconflruire feparément les lieux des 
deux équations que Ton vient de former , quoique J’un d’eux 
Ibit du quatrième degré & par confequent plus compofé, car 
l’autre n’étant que du fécond recompenfe ce défaut , ISc d’ail- 
leurs la facilité de la conflruflioo doit déterminer en ia faveur: 
voici comment elle fe fait. 

Ayant mené deux lignes droites indéfinies AB , AC, qui Fic.CCLXU. 
font entr’clles un angle droit BAC ; on prolongera B A en£ , en 
forte que AE—^ac, & CAen/^, en forte que Af ad. 

Ayant pris fur AC une partie quelconque AP\ on décrira du 
centre E de l’intervalle AP un arc de cercle qui coupe AC en 
G ; & ayant pris AH , en forte que lcrtélargle HA x AG foit 
égal au triangle donné By 4 C , on prendra fur AB la partie AQ^ 

= FH. On mènera enfuite les droites FM, , parallèles 
à AB f AC , lefquelless’eotrccoupentcn un pint iW; & ayant 
trouvé en la même forte une infinité d’autres pints tels que 
M, on fera paflérpr tous CCS pints une ligne courbe K ML. 

Cela fait, on prendra fur la diagonale D duquarré ABCli, 
qui a pur côté la ligne AC égal au lôté AC du triangle donné 
ABC , les parties AT — i AV , & DS — ~ AD ; ôc on dé- 
crira du premier axe TS qui foit à fon prametre comme i cft 
à 3 , une Hyprbolc OS R. Je dis à prefent que fi l’on mène 
du pint Afoùjc fupprequ’ellerencontre la ligne courbe KML 
au dedans du quarré ABCV , la prpndicuîairc MP fin AC , 

& qu’on prenne fur le côté AC du triangle .IZJC , les prtics 
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> AF =^ 'AP t ôcCp=z PM i les points F, D, feront tels qu’a- 
yant mené (ce qui cil facile J les deux droites , VE , qui 
divife chacune le triangle ABC en deux parties c'gales ; elles sen- 
trecoupcnt à angles droits & le partageront en quatre parties 
égales . 

. Car nommant AP y x \ PM y yi on aura à eau fe des trian- 
^isAEGy F Ah y reflangles en A lequarré AC ■= 

(*■•*■) — AE ( ac)y & lequarré AH = FH {yy) — 

(ad): Or puifque par la conftruflion le reélangle HA x Ag 
eft ég al au tria ng le donné B AC {ab)y il s’enfuit que ÏÏA x 
iyy — • La ligne courbe KML 

fera donc le lieu de cette équation qui eft la première des deux 
que l’on vient de trouver; & par confequent fa propriété fera 
' telle que fi l’on mene d’un de fes points quelconques pris au 
dedans du quarrév^BZ)C , une perpendiculaire MP fur AC ÔC 
qu’on prenne fur le côté AC du triangle donné ABC, les par- 
ties AF AP y &.CD— PM ; les droites FG , VE qui di- 
vife chacune par le milieu le triangle ABC, s’entrecouperont 
à angles droits au point H. 

, De plusfi d’un point quelconque M de l'Hyperbole OSR, on 
mené la perpendiculaire MV fur fon premier axe TS , & qu’on 
prolonge PvV jufqu'à ce qu’elle rencontre la diagonale AD au 
point X ; les triangles reélangles & ifofcelles APX , MVX -, 
donneront i. / 2:: AP ou PX (x) AX = x y/ 2, & / a. 

I MX (x — y). M^ou VX Or par la confiru- 

ftion AV — 2a y' 2 puifque AC — 2a, ôc par confequent 
T'JouDT' — a. On aura donc ou /If’’ — AT 

= —jr~ , Sc FS ou TF— TS=i^’^ , & par la pro- ... 
prieté de l’Hyperbole 7 ' 0 >^ 7^5 ( _ J 

MF ) :; 1. 3 J c’eft à dire , comme le premier axe 



’A’ 



TJ eft à fon paramétré : ce qui donne en multipliant les ex- 
trêmes & les moyens cette équation xx <*• yy ^ /^xy — Zax 
— 8/»^ roaa = 0. L’Hyperbole OSR en fera donc le lieu, 
& jüüira par confequent de cette propriété j Içavoir que fi l’on 
mène d’un de fes points quelconques M pris au dedans duquar- 
réABDC y une perpendiculaire MP fur AC , & qu’on prenne 
fur le côté x 4 C du triangle donné ^BC, les parties AF = AP , 
& CD — PM ; les droites FG , DE , qui divife chacune par 

le mi- 



t 
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le milieu le triangle ABC , le couperont en quatre parties é- 
gales . 

Maintenant puifque le point M fe trouve en meme temps 
fur la ligne courbe K ML , & fur l’Hyperbole OS R j il s'enfuit 
que les points V j F , pris fur le côté AC du triangle donné , 
auront aufli en même temps les deux conditions requifes. Et 
c’cft ce qui étoit propofé. 

S'il arrivoit que les deux courbes OSR , RML , ne le ren- 
contraflcnt point au dedans du quatre ABDC , ce ferait une 
marque infaillible qu’on aurait fait une fuppofîtion fàuflè , fça- 
voir que les deux extrémités Z) , F , fe rencontrent fur le cô- 
té AC . C’eft pourquoi il faudroit les fuppofer fur l'un des deux 
autres côtés, & recommencer le calcul , en faifant des raifon- 
nemens femblables aux precedens, pour avoir une conftruaion 
par rapport à ce nouveau côte . Mais fi I on fait les trais remar» 

S ues fui vantes, il fera aife de prévoir lequel des trois côtés on 
oit prendre pour celui fur lequel tombent les deux extrémités 
D , F , afin d’avoir fûrement une folution , & de n’être pas 
obligé de recommencer^ 

La première eft que CL h- ûJ, & BK = 

•H 4c ; ce qui fe voit en mettant dans yy = rr •+■ à la 



d auy 
4« A — 4*3 



4 d 



r\r 



place de AP (x) fa valeur AC ( 2 a) , & dans xx = 

4^ à la place de A^ (7 ) fa valeur AB (2a). La fécondé 
confifte en cc que OR = zaa = BO ; ce qui fe trouve en 
mettant dans l’autre équation atx -4-77 ^xy — 8 ax — 8 ay 
1044 = 0 dont le lieu eft l’Hyperbole OSR , d’abord à la 
place de AP (x) fa valeur AC (2a), & enfuite à la place de 
A)^(y) fa valeur AB ( 2a). La troifiéme fe tire de ce qu’en 
fuppofant Aie (c) moindre que CK (d) comme on le fait ici , 

il s’enfuit que^‘ eft ^indre que cl’ (~^^ad) . 

Or cela pofe, fi l’on veut que B K ( -h ac) foit mdn* ~ 
dre que 'bO ( 244) , ûn trouvera en mettant pour d fa valeur ’ •' 
— f & opérant à l’ordinaire que bb -4» cc doit être moindre ^ 
ue 444, c’eft à dire, que le côté AB du triangle donné ABC /^. 
oit être moindre que le côté AC & G l’on veut que lequar-^^^^ 

* - SsH !./••, < /-,.\ 
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■My'-h. 



i - 
vu” 



Vf- 

. Xf/a 









I 






téCjL ( 






444*-i4e 



’ ad ) foit plus grand que CR ( 2aa ) , on trou- 
vera en mettant pour c fa valeur 24 — düc ocrant à l’ordinai- ^ 
rc que le côté BC (y'ib dd) doit furpafter le côté AC (\a) 



i * < 
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iri y-zK^ y i-AA. 
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Mais il eft vifible que BK étant moindre que BO & CL plus 
grande que CR , les deux lignes courbes KML , OAIR , fc 
coupent neceflairement au dedans du quarré D’où il 

fuit que fi le triangle donné ÂBC a tous les angles aigus , & 
qu’on prenne pour le côté AC fur lequel on fuppofe que les 
deux points F, D , fe rencontrent , celui des trois dont la gran- 
deur efi moyenne entre les deux autres Ôc pour le côté AB le 
plus petit, le Problème aura toujours necefiàirement une Iblu. 
, lion, puifqu’alors 261.) le point K fe trouvera entre le* 

points A , C , ôc que AK eft moindre que MC , comme l’on a 
fuppofé en foifant le calcul fur lequel tout ce railbnnement eft 
fondé. On trouvera en la même forte que fi le triangle donné 
eft reélangle ou obtus angle , & qu’on prenne pour le çô:é AC 
fur lequel doivent tomber les deux extrémités P , F, le côté 
moyen, on aura toujours une Iclution ; de forte que cette re- 
marque eft generale pour toutes fortes de triangles . 

On voit dans la figure z6z. que l’Hyperbole OSRSc la cour- 
be KML fe coupent non feulement dans un point ^ , au de- 
dans du quarré ABDC t comme le demande le Problème; mais 
encore en un autre point M au dehors de ce quarré . Or fi l’on 
veut fçavoir quelle peut être l’utilité de cet autre point , on 
i trouvera qu’il donne une des refolutions du Problème fuivant, 
dont celui-ci n’eft qu’un cas partiailier. 

J. C.CXLXIII. Trouver fur le côté AC dutriangle donné ABC, deux points 
F , P , tels qu’ayant mené les droites FG * les triangles FGA , 
PFC, égaux chacun à la moitié du triangle ABC: les lignes 
FG , DE, s’entrecoupent à angles droits au point H y & le 
quadrilatère BGHE foit égal au quart du triangle ABC. 
Fic.ccLXilI. lorlque le point d’interfeélion M tombe au dedans du 

( 3 c cCLXii. quarré ABDC , il eft clair que les lignes AP , PM feront cha- 
cune moindre que le côté AC , & qu’ainfi les points F y D, 
qu’elles déterminent tomberont cous deux entre les points A , 
C ; ce qui refoud le Problème énoncé comme l’on a fait au 
Fic.cci.xir. commencement. Mais lorfque le point M tombe au dehors du 
& cCLXiii. quarré , comme alors l’une des lignes AP , PM eft moindre 
que fon côté ylC , & l’autre plus grande > il s’enfuit que l’un 
des points F , P , tombe fur le côté AC du triangle donné , 
& l’autre fur ce même côté prolongé , ce qui donne une autre 
folution du Problème énoncé comme l’on vient de faire en de^ 
pier lieu . 
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441. 

NE Section conique MAN étant donnée , avec un point S 
hors de fon plan pour le fommet du cône donc elle e(l la Sec- 
tion ; on demande la pofition du cercle MaN qui en eft la 
bafe . 

Je diftingue cette quelUon en deux differens cas , dont le 
premier cft lor/que la Scdlion donnée eft une Parabole , & 
le fécond lor/que c’e/l une Ellipfe ou une fdyperbole. 

I Premier cas . La queftion fe réduit à trouver fur la Pa- Fig. cClxiv. 
rabole , le point A tel qu’ayant mené de ce point le diamè- 
tre AP avec la ligne AS } du point S la ligne SD parallè- 
le à AP\ Sc d’un point quelconque P du diamètre AP, une 
ordonaée PM à ce diamètre dans le plan de la Parabole , 

& une perpendiculaire aP à cette ordonnée dans le plan 
du triangle DSA , qui rencontre les côtés SA , SD , aux s ^ 
points a t,D : le quarré de PM /bit égal au reéiangle aP x 
PD . Car décrivant dans le plan aP M un cercle qui ait 
pour diamètre aP , il c/l clair quil pa/Tera par le point 

pui/que l’angle APM e/l droit , & que P M .= aP x PD , 
qui e/l la propriété cflentielle du cercle ; c’c/l pourquoi me- 
nant le diamètre PA , & tirant de l’extremité Z) , du dia- 
mètre Va du cercle une parallèle DS à PA, qui rencontre 
a A menée de fon autre extrémité a par l’origine A du dia- 
mètre AP, en un point S , le cône qui a pour fommet ce 
point , & pour bafe le cercle MAN, formera * par fa ren- * Art.xù^}. 
contre avec le plan APM la parabole même donnée MAN. 

Voici comment on peut trouver le point A . 

Soit V le paramétré inconnu du diamètre AP , & l’on au- 
ra par la propriété de la Parabole, P M =. AP x v : mais 
pour fatisfaire au Problème , il faut que PM — aP x 
PD . Donc aP x PD = AP x v i et qui donne cette pro- 
portion AP . Pa:: PD . v , qui fe change en menant AO pa- 
rallèle à Da en cette autre So. AO :: PD ou Ao . v, & 
partant SO x v — AO . 

Maintenant pour trouver les valeurs analytiques de ces 
lignes , je mene du point donné S fur le plan de la Para- 

X X ij 
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bolc la perpendiculaire SF , Sc du point F oîi elle rencon* 
tre ce plan , fur l’axe BG h perpendiculaire FG , qui reit» 
contre le diamètre AP en H. Je tire du point A l’ordonnée 
AK à l’axe, & la perpendiculaire A^i. la tangente ALf 
klquelles rencontrent en £ & $ la ligne f^mcnée par le 
point F parallèlement à l’axe . ^leve enfin du point ^ une 
perpendiculaire fur le plan de la Parabole , qui retxxm- 
trera SD dans le même point O , ofi la ligne AO parallèle à 
àD Ja rencontre. Car la tangente AL étant parallèle à l’or, 
donnée PM qui eft perpendiculaire fur <»Z), l’angle LAO fe- 
ra droit aufii-bien que l’angle LAQ ^ , & ainfi le plan ^AO 
fera perpendiculaire fur AL , & fur le plan de la Parabo> 
le qui paffe par cette ligne ; c’eft pourquoi la ligne ^ per- 
pendiculaire à ce plan fe trouvera dans le plan ^AO & ren- 
contrera par confequent la ligne SD dans le même point O, 
où le plan , c’eft à dire , la ligne AO parallèle à aD 
la rencontre . Il eft à remarquer que toutes ces lignes excepte 
les deux FSt QO, font dans le plan de la Parabole. Cela pôle. 

Je nomme les données 5 £ ou .ÇO, a\ FG , ou KE, b^GB^ 
c ; le paramétré de l’axe , ^ ; , 3 c les inconnues BK , xi K A 
ou GH J y \ ôc j’ai à cauîc des triangles femblables AKT , 

AEQ^ i cette proportion AK ( 7 ). ( \p) v. AE ( b^y). 

EQ^ {p : ce qui donne à caufe des triangles AEQ^, 

A^, rcélangics en £ & .Ç, le quatre AO ou AE 
£$* -4- ^pp bb •*- ily >^yy ^aa. 

* Art. 17. Or le paramétré du diamètre AP fçavoir o = * p 4» 

_ P J en mettant pour x fa valeur & SO 

ou F^ ou GB ^ BK Ej^ = c X = c - 

^ -4- Mettant donc ces valeurs analytiques 

â la place des lignes qu’elles expriment dans l'égalité AO 



SO 

yy 



^ ■aa=.cp^yy -4-^'-^ >4- ÿp -4- -4- 2 ^ 



on trouvera 



J>JL. 



ü^- ipp bb 2by 



277 , c’eft à dire en effaçant de part & d’autre les ^uan- 



tités qui fe trouvent les mêmes , fubffituant pour yy la va' 
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dont la vraie racine que l’on peut trouver par le moyen * • 

de la Parabole même donnée , exprimera la valeur de l’in, 
connue BK , qui fert à déterminer le point A tel qu’on le 
demande. 

Second cas . Toute la difficulté confifte à trouver fur l’Hy- Fig, cclxv. 
perbole donnée MAN^ le point A tel qu’ayant mené le dia* 
mette AB avec les lignes SAa, BSh i & par un de fes points 
quelconques P , du diamètre AB une ordonnée PM dans le 
plan de l’Hyperbole , & une perpendiculaire ab à cette or- 

donnée dans le plan du triangle aSb : on ait le quarréPil^ 
égal au reélangle aP x Pb . Cela fe prouve de même que 
dans la Parabole , & voici ce qu’il faut faire pour trouver 
le point A. 

Soit V le diamètre conjugué au diamètre AB , & foient 
menées dans le plan du triangle aSb , les lignes AO parai* 
lele à ab , & OZ parallèle à AB qui rencontre 5.^4 en Z ; 

& l’on aura AP x PB à PM ou ( à caufe du cercle ) à 
aP X Pb , en raifon compofée de AP ^ Pa, ou ZO à OA^ 

Sx. de PB ^ Pb , ou de BA à AO ; c’eft à dire , comme 

ZO X AB eft à AO . Or par la propriété de l’Hyperbole , 

AP X PB. PM :: AB . vv, ôc partant ZO x AB. AO :: — -r 

AB . vv = . Ce qui donne OZ . AB , ou 05" . JP :: ‘ ’* - 

AO . vv. 

Maintenant pour trouver les valeurs analytiques, tant de 

la raifon de OJ à JP, que des quanés AO ôc vv, je me* 
ne du point donné J , la ligne S F perpendiculaire fur le plan 
des Hyperboles ; du point F où elle rencontre ce plan , la 
perpendiculaire FG à l’axe PPT qui efl donné de pofition & 
dè grandeur, puifque les Hyperboles font données; & du 
point cherché A, l’ordonnée AK à l’axe, & la perpendicu- 
laire AT à la tangente AL , lefquelles rencontrent la ligne 
BP aux points £ , Je tire enfin BH parallèle à l’axe qui 
rencontre CF en X, Tif parallèle à BP qui rencontre AE 
en F", & BD, , perpendiculaires fur l’axe; & ayant 
élevé ^0 perpendiculaire fur le plan de l’Hyperbole , on 
prouvera comme dans la Parabole qu’elle rencontrera la li- 
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gne BS au même point O , où la ligne AO parallèle à oB 
la rencontre. Il eft à remarquer que toutes ces lignes ex* 
cepté les deux FS ^ , font dans le plan des H^'perbo- 

les . Cela pofé. 

Soient nommées SF =z a, FG = b, CG = c, le pre- 
mier axe = 2 d, le fécond = af , les inconnues CK ou CD 
= .x , AK ou BD ou ex ou KH —JT, & l’on aura DK 



ax 



ou BH = <»*-, DG ou BX = c x , GK — x — 



& AF ou y/TK‘’^-^ AK^i= ^jy h- 



Ly-l 



tv-i- 



y 

^>.1/ 



*^drt.Zi. = -{-]r y/ dd XX ffxx — d* en mettant pour// fa valeur* 
^ — ff. Or les triangles femblables BXF , BHE , TKV 
donnent BX ( c x ) . XF (b — / ) BH ( ix ) . HE 
- 4 r ™ (!/)■«»' = i & partant .4B 

ou AK KH HE = **^^7 ■ Al^ ou AK — KV 
~ ‘ mais à caufe des triangles femblables 
' AVT y AEj^, & ATK , , il vient AV. AT :: AE. 

• * " »bfx ^ X(fy ^ âi*K ^ ^xjr — 

ffx} — Ifx cdT} » ^ '• •• 

AT-^-TQoüA£i. KT ->rTRouKR — , - ^ . 

^ Ukj -4- /i7 — iffx •*. Ml' 

Donc *^* ** ^ •*• aaxy /«7 4. z>ga«flji:^A;itXFf 

■DO' a./»7 . 4 . /*7 — igm ■*■ tddf' DO 

= =SP, puirqueDG. M :.■ BF. bSj: 

FS. ; & à caufe du triangle redlangle A^ , le quarré 

AO ouy4^’ 



■^O 



*hfx ^ ac/71 X iidtrx ^M^tddxy^* 0 fisy\ 



Vta 



ddxy ^ffxy — hffx ^ tddj\ 

*.Art.n^. De plus SO. SB :: F^ FB ;: GR . GD, 'ôc t»p = * ^xx 
I. ^ ~ \ H- 4 )/ 4 ^ — /f.dd ou /^xx — ^àd ^ . 

Si donc l’on met dans la proportion SO . SB :; AO . w , à la 
place tant de la raifon de 50 à SB ou Ci? à.GD, que desquar- 
Tçs AO & vv, les valeurs analytiques que l’on vient de trouver, 
on formera en multipliant les extrêmes & les moyens cette éga- 
litê r^^H- >c/y|/>x d/dx x -^-ffxx tadiixy ■»* ii>ffxy\ 

~ dd'^ ^fxy*di»ijfx — cdd]/\ x ddxy — "bffx fddjf^ 

^ 4- dans laquelle tous les termes où y 

fc rencontrera au premier degré s’effaceront , & mettant à la 

(.f. 

ciA-xy-f r<^/ 
./ // v 



• V - / * 



A , 



rU. 



X 

<Xy 



* f 
l 



Des Problesmes de* termine's. 351 
place du quatre fa valeur^ — trouvera bbci*x^ 
ibbJdffx* béf*x* — hl>d*xx — ccd*xx — bbffd^xx 
• — ccffd*xx “t“ cc'^d^ ccd* = ddxx ffxx — d* — aadd 

I — ccdd[ X ddx^ ■+■ X* — — xddffxx — 

qui fe change en fâifant pour abréger dd mm , bb ^ 

cc—nrtf aa dd cc = rr , en cette autre bbm‘^ x* — 
mmnnd^xx cemmd* = mmxx — ddrr x — ■ m*xx 

qui fe réduit enfin en faifant avc = à cette égalité du 
troifiéme degré. 

-J 1 


mm ^ 

dont l'une des racines; fçavoir celle qui efl plus grande qued, 
eft telle que prenant une moyenne proportionnelle entre cet- 
te racine ôc d moitié du premier axe > cette moyenne pro* 
portionnelle exprime la valeur de CK qui fert à déterminer 
le point cherché A. On pourra fe fervir de l’Hyperbole mê- 
me donnée pour trouver les racines de cette égalité , par le 
moyen des articles ^96 & 399 du Livre precedent. 

Lorfquc CG ( c ) = 0 , c'eft-à dire , lorfque le point F 
tombe fur le fécond axe > il eft viûble que cette égalité fe 
change en une autre du fécond degré , puifque le dernier 
terme étant nul, elle fe divife par x.. Mais lorfque FG (b) 
= 0, ce qui arrive lorfque le point F tombe fur le premier 
axe ; le terme s’efface dans l’égalité precedente , & 
un qui eft bb -t- cc devient cc > ce qui fait qu’elle fe peut 
divifer par — d y Sx. qu’elle fe réduit par conféquent à 
celle-ci xji — ^ t encore que 

du fécond degré. Enfin fi l’on fait dans cette derniere éga- 
lité r = 0 ; ce qui doit arriver lorfque le point F tombe 
fur le centre C, puifqu'alors les lignes b 8 cc deviennent cha- 
cune nullesj on aura & partant dx. ou xx 

&x = d^ = d 

II eft inutile d'avertir que le Problème fe refoud par la 
même voie dans rEllipfe , n’y ayant de changement que 
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dans quelques Ggnes . Mais on peut toujours rapporter , fi 
l’on veut , ce fécond cas au premier , de la maniéré qu» 
fuit. 

Fie. A. Ayant mené par un point quelconque B de l’une des Hy- 
peiboles données , une tangente BG ; & ayant fait pafler par 
( cette tangente , & par le fommet donné 5 , un plan GBSi 
foit mené par tout où l’on voudra , un autre plan HKL pa- 
rallèle à celui ci. Je dis qu’il formera dans la furface coni- 
que , décrite par une ligne droite indéfinie attachée en S , 
& mué autour de l’Hyperbole oppofée MAK , une ligne 
courbe HKL qui fera une Parabole ; de forte que toute la 
difficulté eft réduite au cas precedent. Car fuppofant que 
le cercle DHMNL foit la bafe du cône , qui a pour fom- 
met le point S , & pour Scûion l’Hyperbole MAU avec 
fon oppofée; il efi clair que le plan CBS touchant les deux 
furfaccs coniques oppofées qui ont pour bafe ce cercle, dans 
le côté BSD , formera dans le plan de la bafe , une ligne 
droite DE qui touchera cette bafe en un point D . Or com- 
me cette ligne eft la direftrice par rapport à la SeélioniîKZi, 
il s'enfuit félon la définition dixiéme du Livre VI. que cet- 
te SetSlion fera une Parabole. 

Ce Problème a été très célébré du temps de M. Defcar- 
tes , & l’on en a trouvé une folution parmi fes Manuferits, 
qui eft imprimée à la fin de la 75* Lettre du 3* tome . Si 
l’on veut fe donner la peine de comparer fa folution avec la 
mienne , on verra que non feulement elle eft moins naturel- 
- • le , puifqu’elle ne va pas droit au but , mais encore qu’el- 

le eft beaucoup plus embarraflëe. Auffi ne donne-t.il point 
l’analyfe du cas où la Seélion eft une Ellipfe ou une Hy- 
perbole > & il fe contente d’affurer que l’égalité qui renfer- 
me les conditions du Problème ^ ne doit pas pafier le qua- 
trième degré. 

L E M M E I. 

441. ^ txiremiîé ^ d'un diamètre AB , f on mene une Corde 

Ttc.ccL.xvi.^ue)con^ue BD termine f arc AD moindre ^ue la demie cir- 

oâ^VIIL conférence j & qu ayant fris par tout où l'on voudra deux arcs 
continus EF , FG , égaux chacun â l'art AD, on tire 1 er cor- 
des B£ » BF , BG ; je dis que la torde du milieu BF eji à la 

fomme 
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fomme ou â la différence de fes deux voiftnes BE , BG , com- 
me le rayon Cüefî à la corde BD :/ f avoir à la fomme loff-fue 
l'cri^me commune B des cordes BD , BE , BF , BG , ne tom- 
be jur pas un des deux arcs EF , FG i & au contraire à la 
différence , lorffuil tombe fur l'un ou l'autre de ces dessx arcs. 

Car foit du centre /? , & du rayon FB , décrit un arc de 
cercle qui coupe la corde BG prolongée, s’il efl ncceflaire, au 
point H , pour avoir une triangle ifofcelle BFH, qui fera fem- 
blable au triangle ifolcelle BCD ; puilque l’angle FBH a pour 
mefure la moitié de l’arc FG égal à l’arc AT> , dont la moitié 
eft aufli la mefure de l’angle CBD . On aura donc FB . BH :: 

CB . BV f de forte qu’il ne relie qu’à démontrer que la ligne 
BH eft la fomme des deux cordes BE , BG , dans le premier 
cas , & leur différence dans le fécond . Pour le faire. 

&ient tirées les cordes FF , FG , & on aura deux trian- Fie CCLXvi. 
gles BEF , FHG , qui feront femblables & égaux. Car dans 
le premier cas l’angle FHB ou FHG , eft égal à l’angle FBH 
qui vaut l’angle FBE , puifque les arcs FG , FE , font égaux ; 

& de plus l’angle BEF eft égal à l’angle FGH , puifqu’ils ont 
chacun pour mefure la moitié du même arc BF & partant 
l’angle GFH eft égal à l’angle EFB. Or les côtés FE , FG , 

& FB , FH , font égaux entr’eux . Le côté GH fera donc 
égal au côté BE. Donc &c. 

On prouvera à peu pR;ÿ de même dans le fécond cas que les Fig. cclxvh. 
triangles FHG, FBE, font femblables & égzuKi & qu’ainfi 
• la ligne FH eft la difiérence des deux cordes £G , BE. 

L E M M E II. 

4 ^ 3 * ,^ 0 IT une Table dont le premier rang parallèle renfermant 
le nombre 2 , & le fécond la lettre x ; le troifiéme xx — 2 foit 
le produ it du fécond par x , moins le premier ; le c^uatriéme x^ 

— 3X foit le produit du troifiéme par x, moins le fécond , le cin- 
quième X* — 4XX -t- 2 foit le produit du quatrième par x , 
moins le troifiéme , & ainfi de fuite d l'infini . Soit de plus tin 
arc de cercle quelconque A R divifé en autant de parties égales 
qu’on voudra , aux points D , E , F , G , &C. Je dis que fi le Fic CCLXIX, 
premier rang 2 de la T able exprime la valeur du diamètre B A, CCLXX. 

6" le fi coud rang x celle de la première corde BD , /e trosftém: 
rang xx — 2 exprimera la valeur de la fécondé corde BE , le 
quatrième rang x’ — jx celle de la troifiéme corde BF , à" 

Yy 
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ainfi de fuite juf^ud la dernière BR : en obfervant que cet cor^ 
des 'deviennent négatives , lorfqu'elles pajfent de l'autre côté du 
point Bi 



I" 

2 * 



X 

IX 



T'aille pour la divijion des arcs de 
cercle en parties égales. 
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Car 1 ®. Lorfquc l’arc AR cft moindre que la demie circon- 
férence ADB\ fi l’on multiplie une corde quelconque BF par ;irj 
& qu’on retranche de ce produit la corde BE qui la précédé , 
on aura la corde BG qui la fuit immédiatement , puifque fe- , ^ 
Ion le Lemme precedent CB ( i ) . B$(x) :: BP . BE BG 
= X BF y & partant BG = xBF — BE . Donc &c. 

2®. Lorfque l’arc eft plus grand que la demie circonfè- 
rence ADB i il eft vifible que l’origine commune B de toutes 
les cordes fe trouvera neceflairement fur l’une des parties égales 
comme GH y dans lefquelles l’arc cft divifé. Or l’on prou- 
vera comme dans le premier cas que le troificme rang de la 
Table exprime la valeur de BE , le quatrième celle de BF , 

& ainfi de fuite jufqu'à BG : mais il refte à démontrer que le 
rang qui fuit celui qui exprime la corde BG , n’exprimera 
point la valeur de BH, mais celle de — BHi & de même 
que le rang qui fuit ce dernier exprime la valeur de — Bl, & 
ainfi de fuite jufqu’à — BR . 

Selon la formation de la Table , le rang qui fuit celui qui 
exprime BG cft xBG — BF . Or par le Lemme CB (i). BD 
( x) BG. BF—BH, & partant — BH=: xBG — BF,_ 
c’eft à dire que — BH vaut le rang parallèle de la Table qui 
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fuit immédiatement celui qui exprime la valeur de BG. Mais 
félon la formation de la même Table, le rang qui fuit celui 
qui vaut — BH eft — xBH — BG valeur de B J , puisque fé- 
lon le Lemme xBH — B 1 — BG\ & de même le rang qui 
fuit celui qui vaut — BI eft lêlon la formation de cette même 
Table — xBI -h BH valeur de la corde négative — BL , 
puifque félon le Lemme xBI— BL BH . Or il eft vifible 
qu’il en eft de même de toutes les cordes qui fuivent BL juf- 
qu’à BR i & c’eft ce qui reftoit à démontrer . 

Corollaire I. 

444. D E-LA il eft évident que fi l’arc AR eft divifé en cinq par- 
ties égales , le fixiéme rang de la Table x' ■ — 5^:’ ex- 
primera la valeur de la corde BR qui foutend l’arc BR diffé- 
rence de l’arc AR & de la demie circonférence ADB ; que s’il 
étoit divifé en fept parties égales , le huitième rang feroit la 
valeur de & en general qu’il faut augmenter d’une uni- 
té le nombre des parties égales , afin d’avoir le rang de la Ta- 
ble qui vaut BR : en obfervant que le rayon C 5 = i , que la 
première corde BJ> = .v , & que la derniere corde BR eft né- 
gative lorfquc l’arc AR eft plus grand que la demie circonfé- 
rence. 

Corollaire II. 

44;. O N voit par la compofition de cette Table, i®. Que le nom- 
bre 2 eft le premier terme de chaque rang perpendiculaire . 
2*. Que les coéficiens de tous les autres termes du premier 
rang perpendiculaire font égaux à l’unité . 3®. Que le confi- 
dent d’un terme quelconque de tel rang perpendiculaire qu’on 
voudra , eft toujours égal au coëficient d’un pareil terme dans 
le rang perpendiculaire à gauche , plus au coëficient du terme 
qui eft au dclTus de lui : c’eft à dire , par exemple , que le 
coëfident r^, du quatrième terme du troifiéme rang 
perpendiculaire , eft égal au coëfident 5 du quatrième terme 
^x^ du deuxième rang perpendiculaire qui eft le rang à gau- 
che , plus au coëficient 9 du terme gxx qui eft au deflus du 
terme 14;*’. 



Yy ij 
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44 <^- l’on cont’muoit à divifer la circonférence en parties égales 
FIC.CCLXX. ^ £)£ ^ au-delà du point /?; il eft clair que 

les rangs parallèles de la Table qui fuivcnt celui qui exprime 
— BR continuëroient à exprimer par ordre toutes les cordes 
négatives qui fuivroient 5 Æ,jufqu’à ce que repaffant le point B 
elles redeviendroient encore négatives ; & ainfi de fuite alter- 
nativement pofitives & négatives , autant de fois qu’elles paC; 
feroient le point JS jufqu’à l’infini . 

Exemple 

^"^ 7 ’ (^ouPER un arc de cercle donné AR , en autant de parties 
égales AD , DE , EF , FG, &c. qu’on voudra. 

Ayant mené le diamètre AB & la corde BR , & nommé 
le rayon donné CA ou CB , i i la corde donnée BR , <* > on 
formera une égalité dont le premier membre fera le rang pa- 
rallèle de la Table qui furpafle d’une unité le nombre des par- 
ties égales , & le fécond fera a ; fçavoir a lorfque l’arc 
AR eft moindre que la demie circonférence , & — a lorf- 
qu’il eft plus grand. Or il eft vifible, félon l’article 443. que 
la refolution de cette égalité doit fournir pour l’une de fes ra- 
cines une valeur BÈ> telle qu’ayant décrit du point B com- 
me centre & de l’intervalle BD un arc de cercle , il coupera 
fur l’arc donné AR la' première des parties égales cherchées 
AD. 

Qu’il faille , par exemple, divifer l’arc donné en trois 
parties égales 5 on trouvera a:' — 3^*^ = ^a, dont l’une des 
racines BZ) terminera la première des trois parties égales qu’oa 
, demande. S’il falloir divifer Wxc AR en cinq parties égales , 

on auroit x’ — ^x-='^ a de même, s’il falloir di- 

vifer en fepr , il viendroir x’’ — fx' -h i4Ar’ — yx <»: 
de forte que toute la difficulté fe réduit à trouver les racines 
de Cf s égalités . Or c’eft ce qu’on a enfoigné dans le Livre pre- 
cedent . Donc &C. 

Il eft à remarquer que ces égalités fontjes plusfimples qu’il 
eft poflible , lorfque le nombre des parties égales eft un nom- 
bre premier . Mais lorfqu’il eft compofe de deux ou pliifietirs 
nombres premiers , on divifera d'abord l’arc donné en autant 
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départies égales que l’un de ces nombres a d’unités, & en- 
fuite la première de ces parties en autant de parties égales que 
l'un des nombres reftans a d’unités , & ainfi de fuite jufqu’à 
ce qu’on ait épuifé tous les nombres premiers , dont le produit 
forme le nombre donné ; ce qui donnera enfin la première des 
parties égales qu’on cherche : fi l’on veut , par exemple , di- 
vifer l’arc AR en trente parties égales, il faudra d’abord le di- 
vifer en cinq , enfuite la première de ces cinq parties en trois, 

& enfin la première de ces trois en deux , pour avoir la tren- 
tième partie qu’on demande, & cela parce que 30 = 5 x 3 x 2. 

R E M A R E I. 

448. J)eüx points donnés A , R , fur la circonférence d\in cer- Fig. ccixx- 
de en déterminent non feulement deux arcs , dont l’un AR ccLXXlL 
cfl moindre que la demie circonférence, & l’autre ABR plus &c. 
grand ; mais encore une infinité de portions , dont les unes 
font la circonférence entière plus l’arc AR , deux fois la cir- 
conférence plus l’arc AR, trois fois la circonferer.ee plus l’arc 
AR 5 cc. & les autres font la circonférence entière plus l’arc 
ABR , deux fois la circonférence plus l’arc ABR , trois fois 
la circonférence plus l’arc ABR &c ; dont la raifon efl que 
la circonférence d’un cercle rentrant en elle-même , on peut 
confiderer cette ligne courbe comme faifant une infinité de 
révolutions autour d’elle même , Si donc l’on nomme l’arc 
AR, di la circonférence entière c\ l’arc ABR fera c — d ôc 
l’on aura ces deux fuites . 

!*• d,c‘^d,i, ct^d, d,6f^d,7 c’^d,i c^^dtére, 

e^d,i c — d, JC- — d,^e~d,s t—d, 6t — d, Jc^d,%c — d,dfe. 

qui expriment par ordre toutes les portions de circonférences 
terminées par les deux points A, R. Cela pofé. 

Si l’arc AD efl une aliquote quelconque de l’arc ./If? moin- 
dre que la demie circonférence ; & qu’aj'ant inferit dans le 
cercle un poligone DEFGH &c. d’un pareil nombre de côtés 
à commencer par le point D, on tire de l’extremité B du 
diamètre AB aux angles du poligone les cordes BD, BF, BG, 

BH, &c, je dis qu’elles terminent des aliquotes pareilles de 
tous les termes de ces deux fuites, dont l’origine fixe efl tou- 
jours au point A . 

Car foit pour fixer les idées l’arc AD = ~d -, il efl clair FiaCCLXXi. 

Y y i>j 
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que l’arc ADE = l’arc ADEF = l’arc ADEFG 
= l’arc ADEFGH = qui font les 5*' parties ou 
les aliquotes pareilles des cinq premiers termes de la première 
fuite. Or fi l’on divife tel autre de les termes qu’on voudra 
par s, il cil vifible que le quotient renferme au jufie un cer> 
tain nombre de fois la circonférence enciere plus une des cinq 
ffaffions precedentes.. Donc puifque la corde qui termine un 
arc, dont l'origine dl en ylj, efi la même que celle qui ter- 
mine cet arc plus la circonférence repetée autant de fois qu’on 
veut, il s’enfuit que les cordes BD, BE,BF, BG, BH, ter- 
minent les cinquièmes parties de tous les termes de la pre- 
mière fuite. On prouvera de la même maniéré que les arcs 
AH , ABG, AHGF, AHGFE, AHGFED font les cinquiè- 
mes parties des cinq premiers termes de la fécondé fuite , & 
qu’ainfi les cordes BH, BG , B F , BE , BD , terminent les 
cinquièmes parties de tous les termes de la féconde fuite . 
Mais il efi vifible que cette démonfiration fc peut appliquer 
à telle autre aliquote qu’on voudra de l’arc AR . Donc &c. 

Fic.cclxxiii. De-là il fuit que fi l’on rcünit les deux fuites precedentes 

CClxxiv. gf, f. .1^4 y ic ; les deux cor- 

des voifines de part & d’autre de la plus grande ou premiè- 
re BD qui termine l’aliquote AD de l’arc moindre que la 
demie circonférence, termineront des aliquotes pareilles du fé- 
cond terme r ^ de la fuite -, que les deux cordes voifines 
de celles-ci termineront des aliquotes pareilles du troifième 
terme de la fuite ; & ainfi à l’infini de deux en 

deux jufqu’aux dernieres lorfqiie l’aliquote eft impaire , & 
jufqu’à la derniere lorfqu’elle cft paire. Ainfi lorfque l’arc 
AV = I ARi les cordes BE, BH, terminent les ^ux arcs 
ADE, AH, cinquièmes parties du fécond terme c h- de la 
fuite, c’efi à dire de la circonférence plus l’arc AR , & de 
la circonférence moins cet arc; les deux cordes Bf, BG, voi- 
fines de celles-ci termineront deux arcs ADEF , AHG , qui 
font les cinquièmes parties du troifième terme ic^ d de la 
fuite : & de meme lorfque l’arc AV = \ AR; les deux cor- 
des BE , Bli , voifines de part & d’autre de la première ou 
plus grande BD terminent les deux arcs AVE, AK, qui font 
les fixiémes parties du fécond terme à; les deux cordes 
BF , BH , voifines de ces deux-ci terminent les deux arcs 
ADEF , AKH, fi.xie'mes parties du troifième terme ic ; 
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& enfin li dernière cordc BG termine les deux arcs AVEfG^ 
AKHGf fixiémes parties du quatrième terme y ^ d. 

On entend dans les remarques fuivantes par cordes impai- 
res ^ celles qui étant prilès de part & d’autre de la première 
ou plus grande BT>^ (c trouvent dans les lieux impairs à com- 
mencer par cette plus grande s & par cordes paires , celles 
qui étant prifes de part & d'autre de la même BD fe trou- 
vent dans des litux pairs . Ainfi lorlque l'arc AD = j-AR ; 
les cordes BD, BF , BG , font des cordes impaires, & les 
cordes BE, BH, des cordes paires: & de même lorfque l’arc 
AD = Ÿ les cordes BD , BF , BH, font des cordes im- 
paires, èc les cô:és BE, BK, BG^ font des cordes paires. 

R E M A R Q^Ü E II. 

449 * S* AD cft une aliquotc quelconque de l’arc AR moin- 
dre que la demie circonférence yîÆfi; & qu'ayant inferit dans 
le cercle à commencer par le point D , un poligone DEFgH 
&c. d’un pareil nombre de côtés, on tire de l’extremitc B du 
diamètre AB aux angles du poligone les cordes BD, BE , 
BP, BG , BH &c : je dis que les cordes impaires lorfque 
l’arc AD cft une aliquote impaire de l’arc AR , & leurs 
quarrés lorfqu’il en eft une aliquote paire , expriment les ra- 
cines vraies de l’égalité qu’on trouve en égalant à la grandeur 
pofitive a , le rang parallèle de la Table dont l’expofant 
furpaffe d’une unité le nombre des côtés du poligone ; & que 
les cordes paires dans le premier cas, & leurs quarrés dans le 
fécond, expriment les racines vraies de l’autre égalité qu’on 
trouve en égalant à la grandeur négative — a, le même rang 
parallèle de la Table. 

Soit, par exemple, l’arc AD = 7 AR;je dis que les cor- 
des impaires BD, BF , BG , font les racines vraies de l’éga- 
lité AT* — 5^’ 5At = /* , & que les cordes paires BE, BH, 
font les racines vraies de l’autre égalité — 5;v’ -4- = 

— a. Si l’arc AD = ÿ AR ; les quarrés des cordes impaires 
.J FFf BH, feront les racines vraies de l’égalité — 6 x‘^ 

-4- pxx — 2 — a, ôc les quarrés des cordes paires 5 £, BK , 
BG y feront les racines vraies de l’autre égalité x* — éx^^ 
çxx — 2 = — a. 

Car fi l’on propofe de divifer la circonférence entière repe- 



Fic. CCtxxijr. 
CClxxiv. 



FfO.C''LXXI. 

CCLXXill. 

Fig. CClxxh. 
CClxxiv. 
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tée un certain nombre de fois plus ou moins l’arc AR , en 
parties égales dont la première foit moindre que la demie cir- 
conférence , il eft clair félon l’article 444. qu’on formera la mê- 
me Table que pour la divifion de l’arc AÂ: en obfcrvaot que 
les cordes doivent changer necefTairemenc une fois de ligne ' 
( avant que d’arriver à la derniere BR ) lorfque la circonfcren- 
ce n’efl repetée qu’une fois , par ce que l’origine commune B 
de toutes fe trouve fur l’une des parties égales; que les cordes 
doivent changer deux fois de lignes , lorfque la circonférence 
efl repetée deux fois, parce que l’origine B fe trouve necef- 
faircment fur deux des parties égales 5 qu’elles doivent chan- 
ger trois fois, lorfque la circonférence efl repetée trois fois , 
parce que l’origine B Ce trouve fur trois parties égales , & 
ainfi de fuite . La corde BR fera donc pofitive lorfqu’il s'agit 
de divifer en parties égales l’arc AR & la circonférence repe- 
tée un nombre pair de fois plus ou moins l’arc AR> & néga- 
tive lorfque la circonférence efl repetée un nombre impair de 
fois : c’efl à dire que dans le premier cas on doit égaler le 
rang parallèle de la Table à la grandeur pofitive ■4- <a . Et 
par confequent les cordes impaires ou leurs quarrés feront les 
racines vraies de l’autre égalité dont l’un des membres cû: — 4 . 
Ce f al hit , &c. 

R E M A R Q^U E III. 

45 J_jES mêmes chofes étant pofées , fi l’arc AD efl une aliqiio- 
impaire de l’arc ./Ifî ; il efl clair par l’infpeélion de la Ta- 
ble , que tous les termes pairs , c’efl à dire , le deuxième , 
quatrième , fixiéme , &c , excepté le dernier terme a , man- 
quent toujours dans les deux égalités qu’on trouve félon la re- 
marque precedente. Or l’on fçait en .Mgebre, qu’en changeant 
de lignes les termes pairs d’une égalité , on ne fait qu’en chan- 
ger les racines vraies en faufies & les fatiffes en vraies . D’oîi 
il fuit que les cordes paires qui font des racines vraies de l’éga- 
lité dont l’un des membres efl — 4 , deviendront des racines 
faufies de l’autre égalité dont l'un des membres efl 4 . Par 
» exemple , fi l’arc RD = | /I R i les cordes impaires BD , BF , 

BCi feront les racines vraies de l’égalité — 5 a:* -t- 5*? 

& les cordes paires BE , BHf en feront les racines fauflés. 

On peut tirer de ces deux dernières Remarques plufieurs 

Théorèmes 
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Théorèmes la plûpart entièrement nouveaux , touchant l'inf- 
cription des poligoncs réguliers > fi l’on fait attention que la 
grandeur connue du fécond terme d’une égalité renferme la 
fomme de fes racines , que celle du troifiéme terme renferme 
la fomme des plans alternatifs de fes racines , que celle du 
quatrième terme renferme la fomme des folides alternatifs 
&c, & enfin que le dernier terme eft ^al au produit de tou- 
tes les racines les unes par les autres. J’en mettrai ici quatre 
des principaux , après avoir fait la Remarque fuivante qui 
peut être de quelque utilité. 

R E M A R Q^U E IV, 

I_|ES mêmes chofes étant pofées que dans la Remarque pre^ Fic.cclxxi. 
cedente , où l’on veut que l’aliquote AD de l’arc AR foit im- cclxxul 
paire ; je dis qu’entre les cordes renfermées dans la demie cir- 
conférence ARB qui contient l’arc AR , la derniere ou plus 
petite BF foûtend un arc BF qui efl à l’arc BR , en même 
rai/bn que l’arc AD à l’arc AR. 

Car foit l’arc AD la cinquième partie de l’arc AR , & par 
confcquent l’arc DE la cinquième partie de la circonférence ; 
il efl clair que la demie circonférence ARB contiendra deux 
fois & demie l’arc P£, c’eft à dire , deux fiais l’arc DE ou 
bien l’arc DE F plus la cinquième partie de la demie circonfé- 
rence. Donc l’arc AD plus l’arc BF vaut la cinquième partie 
de la demie circonférence ARB. Donc puifque AD la cin- 
quième partie de l’arc AR, il s’enfuit que BF fera auffi la cin- 
quième partie de l’arc BR complément à deux droits de l’arc 
AR. Mais ce que l’on vient de démontrer fubfifte avec la mê- 
me force , foit que l’arc AD foit la cinquième partie de l’arc 
./4R, ou bien une autre aliquote quelconque impaire . On a 
donc eu raifon de dire en general iScc. 

De-là on voit que fi l’on nomme b la corde BR d’un arc 
quelconque BR moindre que la demie circonférence , dont le 
rayon efl i ; & que l’on forme une égalité dont l’un des mem- 
bres foit b f ôc l’autre le rang parallèle de la Table qui fur- 
pafle d’une unité le nombre des parties égales dans lefquelles 
l’arc BR doit être divifé ; cette égalité aura pour l’une de fes 
racines la corde BF de la première de fes parties , & par con- 
fequent pour une autre de fes racines , la corde PG de la pre- 

Zz 
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micre d’un pareil nombre de parties égales de l’arc 5 /4R com- 
plément à quatre droits de l’arc BR . 

Theoresme I. 

4 5 Z. ^iTon injcrit au dedans d'un cercle un poligone régulier quel- 
F 1 C.CCLXXI. conque DEFGH &c. d'un nombre Impair de cotés ; & qu'on ti- 
re d'un point quelconque B de la circonférence à tous les angles 
du poligone des cordes BD , BE , BF , BG , BH , &c. je 
dis . 

I®. la fomme des cordes impaires BD , BF , BG &c , 
^ d commencer par la plus grande BD fera toujours égale à la 

fomme des cordes paires BE , BH &c> c'eft à dire que la plus 
petite corde BF — BE -s- BD — BH BG &c = o. 

Car menant le diamètre B A, & prenant l’arc AR qui con- 
tienne l’arc AD autant de fois que le poligone a de côtés , il 
eft clair comme l’on vient de voir que li l’on nomme la corde 
BR, a-, & le rayon ou C5, i ; les cordes impaires BV , 
BF , BG &c, feront les racines vraies, & les cordes paires BE, 
' BHûtc, les racines faufl'esde l’égalité qui a pour l'un de fes mem- 
bres - 4 - i* . Or puifque le fécond terme, qui félon qu’on démon- 
tre en Algèbre contient la fomme des racines, manque toûjours 
dans cette égalité > il s’enfuit &c. 

2 °. Que fl l'on mene le diamètre BA , & qu ayànt pris 
Parc AD autant de fois que le poligone a de côtés , on tire 
la corde BR : le produit BD x BE x BF x BG x BH 
dSce de toutes les cordes BD , BE , BF, BG, BH &c les 
fines par les autres ; fera toujours égal au produit de la cor- 
de BR par une puiffance du rayon CA qui ait pour expo- 
fant le nombre des cordes — i . 

Car ce dernier produit vaut le membre a\ puilque BR — < 1 , 
& qu’on prend dans la ’l able pour 1 unité le rayon GA -^ Or 
comme le terme a eft toujours le dernier terme de 1 égalité qui 
a pour fes racines toutes les cordes BP, BE , BF , BG , BH 
&c , & que le dernier terme d’une égalité contient toûjours fé- 
lon ce qu’on démontre en Algèbre le produit de toutes fes laci- 
nes ; il s’enfuit &c. 
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Theoresme II. 

Sj fon d'wife une demie circonférence ÆQ en un nombre quel- ri«,ccLxxm. 
çonque impair de parties égaler , dont 1 er deux premières fient 
l'arc AE , les quatre premières tare AEF, & ainfi de fuite de 
deux en deux jufqtt'â la dernière p & qu'on tire les cordes BE, 

BF &c : je dis , 

1®. ^e la première de ces cordes BE, moins la fécondé BF, 
plus la troiftémCf moins la quatrième &c. jufqu’à la dernier e in- _ 

clufsvement ; efi toujours égale au rayon. 

a®. J^e le produit BE x BF &c. de toutes les cordes les unes 
par les autres , efl égal à une puiffance convenable du rayon . 

Ainfi dans cet exemple ou le rsombre des divifsons e(l q y & où 
il tiy a par confequent que deux cordes BE, BF; on aura 1°, 

BE — BF = CA . a*. BE x BF= CÂ\ 

Car inferivant dans le cercle entier le poligone régulier EFGH 
dont le nombre des côtés foit égal au nombres des divifions à 
commencer par le point A > & tirant de l’autre extrémité B 
du diamètre AB à tous les angles de ce poligone des cordes BD, 

BE, BH, BF , BG , &c ; il eft clair 1°. ^le la plus grande 
de ces cordes BD eft égale au diamètre BA, & qu’ainfi l’arc 
AD étant nul ou zéro, l’arc AR le fera aufli ; d’oîl l’on voit 
que la corde BR fera auffi égale au diamètre B.< 4 . 2*. Que les 
cordes BE , BHy BF , BG &c ^ étant prifts deux à deux 
font égales entr’elles. Or cela pofé, fi l’on applique le Théo- 
rème precedent à ce cas particulier on en verra naître celui-ci. 

Donc &C. 



Theoresme III. 

^ inferit au dedans d un cercle un poligone régulier quel rw. CGutxii; 
conque DEFGHK &c, dont le nombre des côtés foit pair ; & 
que d' un point quelconque B de la circonférence , on tire à tous 
les angles de ce poligone des cordes BD, BE, BF, BG, BH, 

BK &c.: je dis y 

I®. ^ne la femme tant des quarrés des cardes impaires BDJ, 

BF, EH, que des cordes paires BE , BG, BK, efi égale au 
quarré du rayon QB pris autant de fois que le poligone a de 
côtés, 

Zï ij 
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Car menant le diamètre BA, & prenant l’arc AR qui 
contienne l’arc AD autant de fois que le poligone a de cô* 
• tés> il eft clair * qu’en nommant la cordc BÆ, &lc 

rayon CA ou CB , i ; les quarrés des cordes impaires BP-, 
BFf BH Cÿr, feront les racines vraies de l’égalité dont l’un, 
des membres eft 4 ; & que les quarrés des cordes pai- 
res BE , BK , BG &c t feront les racines vraies de l’autre 
égalité dont l’un des membres eft — 4 . Or le coêficient 
du fécond terme de chacune dë ces deux égalités qui con- 
tient là fbmme de leurs racines, eft toûjours égal au quar- 
ré du rayon pris autant de fois que le poligone a de cô- 
tés, comme l’on voit dans la Table. Donc &c. 

2*. fi f on mene le diamètre BA } & qu’ayant pris l'arc 
AR qut contienne autant de fois l'arc hO que le poligone a de 

côtés f on tire la corde BR le produit BD* x BF x BH && 

des quarrés des cordes impaires f efl égal au produit de B A Hh 
BR ^ 4 r une puiffance convenable du rayon y B A -♦-BR 

hrfque le nombre des côtés du poligone efi fimplement pair , & 
BA — BR lorjquil efl pairement pair , c'efl à dire , divifiblc 
par 4 ; Cÿ /e produit B£ x BG x BK &c. des cordes paires ^ 

efi égal au produit B A ^ BR par la mimepuiffance du ra^ 
yon,jf avoir BA— -BR dans le premier cas ÔBA-^-BR £f 4 »t 
le fécond'. 

Car nommant BR , 4 > & le rayon CA, t', il eft clair 
que les quarrés des cordes impaires BD, BF , BH &c , font 
les racines d’une égalité qui a toûjoursvpour dernier terme 2: 
•4- 4, c’eft-à-dire BA^ BR i & de plus que les quarrés des 
cordes paires BR, BG , BK &c, font les racines de l’autre é- 
galité qui a toiÿours pour dernier terme 2 4, c’eft-à-dire 

BA^ BR. Or comme le dernier terme d’une égalité contient 
toû jours le produit de toutes fes racines , U s’enfuit &c. 

G O R O'L L A r R E. 

4;;. D E-LA il eft évident 1°. Que la fomme des quarrés dè tou» 
tes les cordes tant paires qu’impaires, eft égal au quarré du ra- 
yon multiplié par le double du nombre des côtés du poligone 

c’eft à dire ici que B F* -+- BE •+? BP BK -♦- BH BG 
i CA.. 2°. Que la différence de quarrés des cordes impaU- 
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rcs avec les quarrés des cordes_paire_s^ eft toûjoursjgale à_ze- 
ro, ccftàdire.que BF -BE -BIC -*-BH -BG 

=0. 3*. Que le produit des quarrés des cordes impaires plus 
celui des quarrés des cordes paires , eft égal au ^adr^le d^e 

puiflance pareille du ray oi^cjpft à dire, que xBD xBH 

^BE xBÎCxBG =4 CA. ^\Quc la diflfercncede cesdeux 
oroduites. eft égale au double de la corde BR multipliée par 
Le puiffance convenable du rayon} en obfervant que le pro- 
duit du quarré des cordes impaires , furpafle celui des quarrés 
des cordes paires, lorfque le nombre des cotes du pol.gone eft 
Amplement pair, & au contraire quil c ft mo indre, lorlgu il 

eft pairement pair : c’eft à dire ici , que BF x BD x BH 
^BRxBk'xBG= ^BR x CAK 5». Que le produit des 
quarrés de toutes les cordes tant paires qu’impaires les uns par les 
autres fera toûjoi^gal au produit deB^ — Kfi =bA'^ BR 
xBA -f. BR = .<4R* à caufe de l’angle droit ARB , par une puif- 
fance œnvenaHc du rayon : c’eft à dire en extrayant de part 
& d’autre les racines quarrées ; que le produit de toutes les-cor- 
des eft égal au produit de la corde A R par une puiffance du ra- 
yon moindre d’une unité que le nombre des cordes ; par exem- 
ple ici , BFx BEx BD x BKxBHx BG= AR x CA^. 

Theoresme 



r' 



IV. 



Ci ton divisé une demie circonférence AD 3 en un nombre queI.f^<XLTi^ 
fnque pair de parties égales , dont la première foie l'arc AD y 
•s trois premières Parc ADE, les cinq premières l arc AHEF , ^ 



es trots premserei t-an ^...7 , 

ÿ ainfs de fuite de deux en deux jufqu à la derniere ; & qu on 

'ire les cordes BD y BE . BF &c. je dis , 

• « f . _ J.. ...... .0..^ 



e ICS coraçi ^ uu ^ > 

l». Ilue la femme des quarrés de ces cordes eft égale au qts ar- 
du rayon pris autant de fois qu'il y a de divifions . C eft à di ~ 

ici., où le nombre des diisiftons ejl 6 , que BU -h BE 

BF' = 6CÂ’ 



2'. One le produit des quarrés des ces cordes les urss par les 
Htres,vaut le double de la puiffance convenable du rayon 
ilnft bd' x BË' x ^' = 2 CA* , & par confequent BD 
: BE X BF = CA» Al^^^. 

Zz 
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Car infcrivant dans le cercle entier un poligone reoulier 
'DLFGHK , dont le nombre des côcés foit égal au noinbFc des 
du liions, à commencer par la première P j & tirant de l’ex-' 
tremite B du diarnecre AB , à tous les angles de ce polia )ne 
des cordes HP , H/sT , BE , BH , BF , BG : il cil clai^ que 
les cordes BD , BK , BE , BH , BF , BG , Ùc. étant priées 
deux à deux font égales entr’clleç } & partant que fi l’on ap. 
plique les articles premier & troifiéme du Corollaire precedent 
à ce cas particulier , on en verra naître ce Theoiême. 

Exemple XII. 

4 J 7* dans un cercle donné , un poligone régulier quel* 

Fic.ccLXxv. conque } dont le nombre des côtés foit donné. 

On peut regarder ce Problème , comme n étant qu'un cas 
particulier de l’Exemple precedent. Car fi l’on fuppofe que la 
corde BÆ devienne nulleouzero, ils’enfuit que l’arc qu’el- 
le termine deviendra la demie circonférence . Or û l’on propo- 
fc de divifer la circonférence entière en un nombre quelconque 
de parties égales ; il eft évident qu’en divifant la demie circon- 
lérence dans ce même nombre, & prenant la féconde cordeau 
I:cu de la première , elle terminera la première des parties de- 
mandées. Par exemple, fi l’on divife la demie circonférence 
r,c.CCL.vx.-i. ADBen fept parties égales AD , DE , EF , FG , GH, HI , 
JB ; la fécondé corde BE terminera l’arc AE qui efl la feptiéme 
partie de la circonférence entière .D’où l’on voit qu’en égalant à 
zéro le rang parallèle de la Table qui furpafié d’une unité le nom- 
b e des côtés du poligone, on formera une égalité dont la plus gran- 
de des racines x exprimera la valeur de la corde BD qui termine 
■* I'ütcAD moitié de l’arc cherché .<<£, Mais * ch (i/ bp (a-) ::HZ> 
(x). BE-^BA, & par conféquent fi l’onnomme la féconde corde 
y : BÉ^on aura ^•Ar=;5;-4-2.Si donc l’on fait évanoüir par le moyen de 

1- cette égalité l’inconnuë x dans la precedente, on en formera une 

T *<2.37 U. nouvelle dont la plus grande racine x. exprimera la corde BB 
termine l’arc cherché Ainfi dans nôtre c.xemple , en 
''‘V ^ égalant à zéro le huitième rang parallèle & divifant par x , je 
' ^ trouve cette égalité — 7 x"*-^i^xx — 7 = 0, dans laquel- 
. le mettant à la place de xx Ci valeur z , à la place de x* 

~ ■ — ‘le. quarré de cette valeur &c. je la change en cette autre iç,* 

1 — I = 0, dont la plus grande des racines ex- 
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prime la valeur de la corde BE qui termine l’arc feptiéme 
partie de la circonférence entière . 

Voici maintenant une maniéré generale de trouver immédia- 
tement toutes ces égalités lorfqiic le nombre des côtés du po- 
ligoneeft impairqui eft le feul cas neced'airei ptiifque s'il eteie 
pair, on le reduircit toujours en le' divifant par 2, autant de 
fois qu’il feroit pcffible ,enun nombre impair dans lequel ayant 
partie la circonférence , on auroit par la bidtélion d'une des 
parties égales , réitérée autant qu’il feroit ncceflaire, l'arc qu'ui 
demande. 

Soit conftruite une Table dans laquelle le premier rang pa- 
rallèle étant I , & le fécond \ le troifiéme tix — i — i 
foit égal au produit du fécond par , moins le premier; le qua- 
trième z'‘ — KX . — ■*“ * produit du troifiéme 

par , moins le fécond ; & ainii à l'infini . Soit formée une 
égalité dont l'un des membres étant zéro , l’autre foit le rang 
parallèle de la Table, qui ait pour expofant la plus grande moi- 
tié du nombre des côtés du poligone . Je dis que la plus gran- 
de des racines ? de cette égalité, terminera un arc qui aura pour 
corde , le côté cherché du poligone . 




3' 

4 ' 

5 ‘ 

6 * 

7' 

8 * 

P* 

10 * 




Table pour finferiptio» àes poîigones 
I régulier i dam le cercle, 

^ — I 

I 

3î — * 

v’— 3" — I 

5^‘^-viot:,»— 6XX-- AK I 
■iC — 7v‘*^ — io^> — 4^ * 

— 8^’-*- — isx* — 5^ 



I 



Qu’il faille , par exemple , inferire dans un cercle un he- 
ptagone . Je prends le quatrième rang parallèle de la Table , 
parce que 4 eft la plus grande moitié de 7 , & l’égalant à zéro 
j’ai xl — '*• 2? I ~o, dont la plus grande racine z ex- 
primera la valeur de la corde B£ , qui termine l’arc AE feptié- 
me partie de la circonférence entière j pour le prouver . 

Soir un arc de cercle AR moindre que la demie circonféren- Fro. cclxxt, 
ce divifé en un nombre quelconque impair , de parties égales 
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aux points D, E , F , G &c: & foient menées de l’extreml* 
té iBtlu diamctre BA les cordes BD , BE » BF , BG tfc, 
jufqu’à la derniere BR. Ayant pris l’arc il J ég:.I à l’arc AD, Coït 
tirée la corde & foient nommées la première corde BD 
ou BS , x\ & la fécondé 2J£, Cela pcfé, on aura félon 
Je Leinme CB ( i ). BE ( :(,) :: BD (ac) . . Et par 

confequent B F = xx, — x. De même CB ) . B£- < ; 

(Af), Et'par confequent ■££ = rî— jr. De 

même CB (i). BE (:^,) :: BF. BD BH. Et parconfe- 
quent BH= x. B F — BD > de même encore CB ( i ). B£ 
BF-^BR , i5c partant B£ = ^ BH— B£ : c’eft- 
à dire , que la cinquième corde BH eft égale au produit de la 
troifiéme BF par x , moins la première BD; que la feptiéme 
BR cH égale au produit de la cinquième BH par moins la 
troifiéme B F) & ainfi à l’infini de toutes les cordes impaires. 
D’où l’on voit que fi l’on conftruit une Table dont le premier 
rang étant x , & le fécond xx — x; le troifiéme xxx — ^ 
— X foit égal au produit du fécond par moins le premier; 
le quatrième a s:’ — xxz — “♦* * cgal au produit du 

troifiéme par x moins le fécond > & ainfi à l’infini : les rangs 
de cette Table exprimeront par ordre toutes les cordes impai- 
res BD, Bf , BH, BR, de l’arc AR. Or les rangs de cette 
Table n’étant autres que ceux de la precedente multipliez cha- 
cun par X, il s’enfuit qu’en fuppofant que la derniere corde BÆ 
devienne nulle ou zéro (ce qui arrive lor/que l’arc yJÆdevient 
la demie circonférence ,) & faifant ce qu’on vient de preferi- 
rc , on aura une égalité dont l’inconnue z exprimera la fécon- 
dé corde BE qui rermine l’arc AE qui eft contenu autant de- 
fois dans la circonférence entière, que l’arc AD qui en efl la 
moitié, l’etl dans la demie circonférence. 

11 faut remarquer i®. Que les égalités qu’on trouve de cet- 
te manière font les plus llmples qu’il eft poffiblc, lorfque le 
nombre des côtés du poligonc eft un nombre premier : mais 
que lorfqu’il efi compolé de deux ou de plufieurs nombres pre- 
miers , il faudra divifer d’abord la circonférence entière en au- 
tant de parties égales que le plus grand de ces nombres a d’u- 
nités , & enfuitc une de ces parties en autant de parties éga- 
les que l’un des nombres reftans a d’unités, & continuer jul^ 
qu’a ce que tous les nombres premiers qui compofent le nom- 
bre donné des côtés du poligonc foient épuifés . i". Qu’entre 
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les cordes qui partent du point B , & qui font renfermées dans 
la demie circonférence ^£B; les impaires à commencer par la 
plus grande BE font les racines vraies, & les paires les fauflès 
des égalités qu’on trouve par cette méthode .• ainfî les cordes 
BE, BI, font les deux racines vraies de légalité?’ — — 2? 

-4-1=0, & la corde BG en eft lafâufle. 3 Qu’entre les ra- 
cines de ces fortes d’égalités, la plus petite e(l la corded’un arc 
qui eft la moitié de celui qu'on cherche : c’eft-à-dire dans cet 
exemple , que la plus petite racine Bl de l’égalité 
— 2? 1 = O , eft la corde d’un arc BI qui cil la quatorziè- 

me partie de la circonferénc*fc 

R E M A R <^U E. 

4 J 8. Jl eft vifible dans cette derniere Table ,< que tous lés tèr- 
mes du premier & du fécond rang perpendiculaire ont cha- 
' cun pour coëficient l’unité ; que ceux du troifiéme & du 
quatrième rang ont pour coêficiens les nombres naturels r , 
2, 3, 4 &c, qui fe forment par l’addition continuelle des 
unités ; que ceux du cinquième & du fixiéme rang ont 
pour coêficiens les nombres triangulaires i, 3, , 10 &c 

qui fe forment par l’addition continuelle des nombres na- 
turels ; que ceux du feptiéme & du huitième rang ont 
pour coêficiens les nombres piramidaux i , 4, 10 &c, qui 
fe forment par l’addition continuelle des triangulaires ; & 
ainfi à l’infini de deux en deux des nombres d’un ordre 
» fuperieur qui fe forment par l’addition continuelle de ceux 
du dernier ordre. 



I. E M M E I. 

SjLy a fur un demi cercle AEB deux arcs égaux AD, Fie . ccLxxni, 
EF , dont l’un AD ait fou commencement en l'une des ex- 
tremités A du dtametre AB Ù Pautre EF foit pris par 
tout c» Von voudra ; & qu'on tire les cordes BD , BE , 

BF, & AD, AE, AF:;V <///, r®. AB x BF = BD 
X BE — AD X AE. 2®. c^e AB x AF = BD x AE 
- 4 - AD X BE. 

Car les trois triangles redlangles ADG (le point G eft ^ 
ici le point d’interfecf ion des cordes BD, AF) AEB, BFG 
font fcmblables entr’eux; puifque l’angle AgD ou BGF a- 

A a a 



Digitized by GoogI 




370‘ Livre Dixie'me. 

yant pour mefure la moitié des deux arcs BF ] AD , eft 
égal à l’angle BAE qui a auflî pour mefure la mo.t.’é des 
deux arcs BF , FE , ou AD Si dune l’on non m. le dia- 
mètre AB; I j les cordes BD , x > AD , y > BE , v i AE , 
on aura i°. BE (ti). EA (7^) :: AL) (y) DG~ 

& partant BG ou BD — DG = x — -J . i*. AB ( i ) . 
BE (v) :: BG (x — ) BF x= vx — yx. c’e(t à dire 

( puilque AB = i ) que AB x BF = BD x BE — AD 
X AE . Ce qu’il falloir démontrer en premier lieu . 

Maintenant BE (v) BA (i) :: AD (y)- AG -=\ Et 
AB (1) AE U) :: BG (x — { )iGF xz — & par- 

tant AG •*“ GF ou AF — XX — -i = XX ty , puif- 
qu’à caufe du triangle rcélangic AEB on trouve 1 — XX. 
= vv i c’eft-à dire que AF ou AB x AF =BD x AE 
AD X BE. Et c'elt ce qui reftoit à démontrer. 



L E M M E II. 

4<jO. ^Siorr formée une Table , dont le premier rang parallèle 
étant compofé de dtux parties X & y , tous les autres le 
foient aiijfi félon cette tegle ; la première partie del tel rang 
parallèle qu'on voudra , vaut la première partie du rang pa- 
rallèle qui le précédé immédiatement f multiplre par x, rejoint 
la fécondé partie du meme rang multipliée par y : & la fé- 
condé partie vaut la même première partie multspliée par y g 
plus la même fécondé multipliée par x. Soit de plus un arc 
de cercle quelconque A R. moindre que la demie circonféren- 
ce divifé en autant de parties égales qu'on voudra , aux 
Jic.cci.xxix. D , E , F , G, &c. Je dts que fs le diamètre AB 

[** c I ^ & les deux premières cordes BD = x, AD = y ; 

• ' totites les autres cordes BË , BF , BG &c , feront exprimée! 

par les premières parties du deuxième ^ trosfséme , quatrième ^ 
&C. rang parallèle , & les autres corde t correfpondantes AE, 
AF, AG , &c, par les fécondés parties des mêmes rangs . 
Ainft BG étant la quatrième corde, vaut la première par- 
tie X* — éyyxx -t- y* du quatrième rang parallèle ^ & fa ^ 
correfpondante AG vaut la féconde partie 4yx’ — 4 y’x du 
même rang . 
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»" X 



2 ' 

3 ' 

4 ' 

5 ' 

6' 

ri 



rAT— yy 
x' — jyyx - 
X* — 6yyxx »+* y* 
ï’ — loyyx^ ■+■ sy'*x 
— isyyx* *^i^y*xx 
x" — iiyyx^ 




/ 

lyx 

"iyxx — y^ 

4yx' — ^fx 
Syx* — loy^xx y^ 

6yx’ — icy^x^ Cy'x 

yyx^ « — 357 ''** ’^2iy''xx 




Car il cft clair félon le Lemme precedent que le pro. 
duit d’une corde quelconque AF par la première corde 
BD (x) y moins le produit de la corde correfpondante ^F, 
par l’autre première corde AD { y ) exprime la valeur 
de la corde DG qui fuit immédiatement BF ; & aulTi que 
la corde AG vaut DF x AD ( y ) AF x BD ( it ) . 
Donc ÔCc. 




X 



Corollaire. 

’ S ï l’on ajoûte enfemble les deux parties de chaque rang 
parallèle de la Table precedente , en mettant par ordre tous 
les termes qui les compofent félon les differens degrez des 
puifTances de ar ; on formera cette nouvelle Table qui con- 
tiendra par ordre les termes de toutes les puifTances du bi- 
nôme X •4* y : en obfervant que le premier & le fécond 
terme doivent être pris affirmativement , le troiliéme & le 
quatrième négativement , & ainfi alternativement de deux 
en deux jufqu’au dernier. Ainfi le troifiéme rang parallèle 
contiendra x' ^yxx — ^yyx — y’ ; c’eft-à-dire le cube du 
binôme x -*• y , dont on prend les deux premiers termes 
affirmativement , & les deux derniers négativement : de mê- 
me le cinquième rang parallèle contiendra x^ jyx“* 
— — loy’xx -4“ 5 }*xM"yfy qui eft la cinquième puif- 

fance du binôme x y , dont le premier & le fécond 
terme font pris affirmativement , le troifiéme & le qua- 
trième négativement , le cinquième & le fixième affirma- 
tivement i & il en eft ainfi de tous les autres rangs à 
rinHni » 



Aaa ij 
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2 ' 



^xx 



1 > 

4 ' 

5 ' 

( 5 ' 

7 ' 




lyx —yy 
^yxx—- Zyyx ^y* 

Ayx^ • — byyxx — 4^^ x y^ 

^yx* — loyyx^ — ic^ xx^ ’iy'* x ^ y' 

byx^ — i^yyx'*^ — 2Cy^ x^^i$y* xx-*^ 6 y'‘ x — y^ 

lyx* — iiyyx^ ' — 35/ x^ •¥‘2iy^ xx — yy^ x — 



Car fi l’on fait attention à la manière dont la Table pre- 
cedente eft formée , on verra que tous les termes de chacun de 
fes rangs parallèles ^nt formés par ceux du rang parallèle qui 
le précédé , multipliés par x & par^, & joints par des fignes 
& — , en telle forte que les termes des deux parties qui 
compofent chaque rang , étant mis par ordre , félon les difie» 
rens degré de l’inconnue x, il y a de fuite deux fignes & 
après deux fignes — & ainû alternativement jufqu’au der-- 
nicr . 

R E M A' R <^U E.. 

46a. eft vifible dans cette derniere Table, que tous les termes' 
du premier rang perpendiculaire , ont chacun pour ccëficient 
l’unité , que ceux du fccoud rang ont pour coeHciens les nom- 
bres naturels 1 , z, 3 , 4 , d 5 cc , qui fc forment par l’addition 
continuelle des unités; que ceux du troifiéme rang ont pour 
ccëliciens les nombres triangulaires i , 3 . 6 , 10 ,&c , qui, fe 
forment par l’addition continuelle des nombres naturels > que 
ceux du quatrième rang ont pout coêficiens les nombres pira- 
midaux i , 4 , 10 , 20-, &c , qui fe forment par l’addition 
continuelle des triangulaires; & ainfi à l'infini de rang en rang 
en avançant vers la droite, les nombres d’un ordre fuperieur , 
fe forment par l’addition continuelle de ceux de l’ordre immé.- 
diatement precedent. 



Exemple XIII.. 

453. 

N arc de cercle AR étant donné , le divifer en autant de- 
Fie. ccLxxvui. parties égales qu’on voudra , aux points D ,E, F ^ G &c ; par 
‘■■'tA- méthode differente de celle de l’Exemple dwiétne./f 

Ayant nommé le diamètre A 5 , i ; les cordes données BR^ 
* ; ARf b ; qui terminent l'arc donné AR ; & les cordes io- 
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connues BD ^ x \ AD^ y ; qui terminent l’arc cherché AD ; 
on élevera le binôme y a une puiflànce dont l'expofant foit 
égal au nombre des diviUons , On formera deux égalités , 
dont la première aura pour l’un de fts membres fa door.ce 
& pour l’autre tous les termes impairs de la puillànce de x 
•4-^ , joints par des fignes — alternatifs; & la fécondé 
aura pour l’un de fes membres la donnée b , & pour l’autre 
tous les autres termes de la même puiflànce du binôme x 
joints encore enfèmble par des fignes alternatifs -«-& — , On 
fera évanoüir l’une ou l’autre des inconnues x ou y , par le mo- 
yen de l’égalité xx = r — yy ouyy = i — xx y qui fe tire 
du triangle ADB reétaogle en 2 ): ce qui donnera enfin une 
derniere égalité où il n’y aura qu’une feule inconnue x ou y y 
dont la refulution fournira la valeur de cette inconnue ^Dou 
AD qui termine l’arc cherché AD'. 



Qu’il faille, par exemple, divifer l’arc cherché AE( tn 
fept parties égales aux points D,£,F,G,//,i.Je 
prends la feptiéme puiflànce x'^ 2 iyyx^ 4k -^yy' 

35 >* xl 2iy> xxwyy* x%ky^ du binôme x ^ y y de la- 
quelle je forme les deux égalités 4 = — x\yyx^ -t- 3 ,v' 



«'X — & fc = yyx* — ■ ^fy' 



2 \y'‘ XX — y’’ . Ec 



-f- 

5 " 



- l: 



faifant évanoiür dans la' première de ces deux égalités l’in- y ^ 

connue 7, ou dans la fécondé l’inconnue ar , par le moyen — i./tVvs. 

de l’égalité yy = i — .ra: ou = i — yy y je forme ♦ j. T 
l’une de ces deux nouvelles égalités 4 = <^4 — iizx* 

yéjf* — jx ou b == yy — 5^7’ 112^’ — ^ 

qui' ne renferme plus qu’une feule ivonnuê, & dont iare- 

f \ • r /’ /■! l_ I T*_. 1 c -- I I 



t .. 



folution' qui fe fera félon les réglés du Livre precedent -./aTÇc 

fournira pour l’une de fes racines x ou y ^ une valeur ^ 

ou qui' fetvira' à déterminer la première des parties é-,."' 

gales demandées.- Tout cela efl une fuite des deux articles 7' 1 

precedens. '"*>>■1 t . 

Il efl à remarquer que fi l’arc AR étoit plus grand que 
la demie circonférence , celle des deux égalités precedentes 
qui a pour l’un de fes membres b fert également fans* — ' 
y rien changer , mais dans l’autre il faut changer le mem- * • 
bre 4 en — a dont la raifon efl que la corde BR 
(a) paflant de l’autre côté du point B devient négative 
de pofitive qu’elle étoit, au lieu que la corde AR ne re* 

Aaa ij 
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paffant point de l’autre côté du point A demeure toûjours 

pofitive. 

L E M M E I 



N 

Ç/UE dans un qiiarré quelconque de cellules on remplîjfe 
464. la lettre a , toutes les cellules du frermer rang 

parallèle ; de la lettre b , toutes les cellules du premier rang 
perpendiculaire , excepté la première ; & en juste toutes les 
asitres cellules par le moyen de cette réglé ; cefl à fpavoir 
qu'une cellule doit toujours hre égale à celle qui ejî au def- 
jus plus d celle qui efl â gauche : de cette forte on aura le 
quarré de cellules qu'on voit ici. Or cela pofé; 





I. 


1. 


V 


4 - 


5 - 


6. 


7. 


1 . 


a 


« 


s 




« 




4 




b 


» h 




Z» b 


^ b 


•*. b 


6 a - 4 . b 


5 * 


b 


a .*■ ib 


jaa- 'sb 


6« 46 


toz ^ sb 


1^4 ^ ùb 


xia 7b 


4 * 


b 


a 


ib 


, IO« lo^ 


xoa l^b 


ifa i\b 


î«/i ^ xS^ 


î- 


b 




loî' 


' lî» •«. lo^ 


? 5 * 


_ 7 oa 5 &i 


^ 84^ 


6 , 


b 


a ■*. ^b 


>’aa-\^b 


lia 


Hv ^ 70b 


nSa • 4 » ii 6 ^ 


i;i« xiob 


7^ 


b 


» ish 




xta -F. ^ 6 b 


&4d •*•116^ 


iioj» ^ x^ib 


4*1» 



Je dis qu'une cellule queUonque ejl égale à la cellule qui 
efl à gauche plus à toutes celles qui font au deffus : c'eji à 
dire par exemple , que la quatrième cellule 4a 6b dss 
trosfséme rang perpendiculaire , efl égale â la cellule a •+« 3 b 
qui ^efl à gauche , Ù qui par confequent ejî la quatrième 
du fécond rang perpendiculaire , plus à tosites les autres a 
2b , a b , a , qui font au deffus d'elle dans ce fécond 
rang. 

. Car fuppofant què a , c , df e , expriment les quatre 
premières cellules du fécond rang perpendiculaire , & , 

fi i> quatre premiers du troificme rang , on aura 

par la formation du quarré de cellules h = e •** g , g 
= d ^ f ^ f = c a , ôc partant b == e •Sf d ^ c 
^ a -y ce qu’il fâlloit prouver . Or il eft v'ifible que cette 
demcnftration fe peut appliquer à tel nombre de cellules 
qu’on voudra de deux rangs perpendiculaires voiüns . 
Donc &c- 
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Corollaire 

4 ^/. Puisque toutes les cellules excepté celles du premier rang 
parallèle & celle du premier rang perpendiculaire , 'font com- 
pofées de deux termes dans le premier defquels fe trouve la 
lettre a , & dans le fécond la lettre b\ il s’enfuit i“. Que le 
terme où fe trouve la lettre 4 , eft égal au terme où fe trou- 
ve la même lettre a dans la cellule gauche , plus à tous les 
termes où elle fe rencontre dans les cellules qui font au def- 
fus de celle ci . 2“ Que le terme où fe trouve la lettre b , eft 
égal au terme où fe trouve la même lettre b dans la cellu- 
le à gauche, plus à tous ceux où elle fe trouve dans les cel- 
lules qui font audeffus. Ainfi le terme 154 de la cinqu'é- 
mê cellule du quatrième rang perpendiculaire , eft égal au 
terme 54 de la cellule à gauche , plus aux termes 44 , 
34 , 24 , i4 , qui fe trouvent dans les cellules qui font au 
dcft'us de celle ci ; & de même 20 b eft égal au terme 10 b 
de la cellule à gauche, plus aux termes 66 , 36 , 16 , de 
toutes les cellules qui font au deftùs. 

L E M M E II. 

v 5 > l’on mult/pHe le terme où fe trouve la lettre a dant une 
^cellule quelconque f par la jomme des expofans de fon rang 
parallèle & de fon rang perpendiculaire moins 2 , & qu'on 
divtje le produit par l'expofant de fon rang perpendiculaire 
moins I ; je dis que le quotient fera égal d ce terme plus 
à tous ceux qni font an deffus de lui : c'efi d dire, par exem- 
ple , que fi l'on multiplie le terme 15a de la cinquième cel- 
lule du quatrième rang perpendiculaire par 5 -♦•4 — 2 = 7, 
& qu'on divife le produit par 4 — i = 3 ; /e quotient 
35a fera égal au terme 15a plus d tous les autres 10 a , 
6a, 3a, la, qui font au defi^us de lui. 

■ Cela eft vifible dans routes les cellules du deuxième rang 
perpendiculaire , puifqu’elles contiennent toutes le même ter- 
me 14 . Or je vais démontrer que fuppo/e que cette pro- 
priété fe rencontre dans un rang perpendiculaire quelconque, 
elle fe trouve neceftairement dans celui qui eft à droit ; d'où 
il fiiivra que puifqu’clle fc trouve dans le deuxième rang 
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perpendiculaire, elle fera aufli dans le troifiéme , que puit 
quelle fc rencontre dans le troifiéme , elle fera, aulfi dans 
le quatrième , & ainfi de fuite à l’infini. Pour le prouver. 

Soient a , c, d, e f f &c , autant de termes qu’on vou- 
dra de ceux où fe trouve la lettre a, dans un rang perpen- 
diculaire quelconque à commencer par le premier i a , g, 
b f , I , &c un pareil nombre de termes du rang qui eft 
à droit à commencer aulfi par le premier . Soit de plus tn 
égale à la fomme des expofans moins 2 des rangs perpendi- 
culaire & parallèle de la cellule où fe trouve le terme /i & r 
égale à l’e.xpofant moins i du rang perpendiculaire de cette 
cellule . Par la fuppofition = f e ^ c -*-4 = 
e — e ^ ^ c az= k, d = d c 

•ir a=i b, -'îfJ-f = f 4 = g, — 7+ 4 = 4. Donc 

•+“ JC = T ^ ^ ^ en mettant 

pour f c d c -4-4 fa valeur /, & pour le id 
-♦•3 c ■+■ 44 fa valeur h •*“ g - 4 - 4 : tranfpofiint d’une 
part / & de l’autre — -î-x^*4-è-t-g-4-4, on aura i 
b g a = / ; multipliant de part & d’autre par r, 

divifant par r -4- i } & ajoutant de part & d’autre / , il vient 
enfin l z=: l k. b g a. Mais comme le rang 
J __ perpendiculaire de la cellule où fe trouve /, furpaffe d’une 
^ ~ unité celui de la cellule où fe trouve /, & que leur rang 

parallèle demeure le même ; il eft évident que la propriété 
• , ^ ^marquée pour chaque, terme où fe trouve la lettre 4 dans 
-- un rang perpendiculaire quelconque , convient aufli au ter- 
me / du rang perpendiculaire qui eft à droit. De plus puit 
n ! » que cette démonftration fubfifte également tel que puiflfe être 

' ; i le nombre de termes des deux rangs perpendiculaires voifins, 
il s’enfuit que ce que l’on vient de montrer par rapport au 
terme / , fera vrai aufli à l’égard de tout autre de fon rang 
perpendiculaire. 

Si l’on fuppolë à prelcnt que « exprime en general l’ex- 
pofant d’un rang parallèle quelconque autre que le premier , 
on verra que la première. cellule de ce rang ne renferme au- 
cun terme où la lettre 4 fc rencontre ; que la fécondé ren- 
ferme toujours 14 ; que fi l’on multiplie la par — 

= T » on aura 7 4 pour le terme où fe trouve la lettre 4 

dans 
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dans la troifiéme cellule; & de même que fi l’on multiplie 
■ a par - , on aura ÿ 4 x — ^ pour le 

terme où fe trouve a dans la quatrième cellule : ' de forte 
que cette fuite O, 14, =- 4 , 7X^4^ 4, ^x-^x-J^ 4 , 
^ X X X 4 <ÿf., exprimera par ordre tous 
les termes où fe trouve la lettre a , dans les cellules du rang 
parallèle dont » eft l’expofant . Ainfi fi » = 5 , la fuite o , 
!<*, 54, 154, 354 à-c , exprimera par ordre tous les ter. 
mes où fe trouve la lettre 4 dans les cellules du cinquième 
rang parallèle . , 



L E M M E III. 



^ 7 * r on multiplie le terme où fe trouve la lettre b dam 

une cellule quelconque , par la fomme des expofans de fon 
rang parallèle & de fon rang perpendiculaire moins 2 , & 
quott divife le produit par l'txfcjunf de fon rang perpendU 
culaire ; ie dis que le quotient fera égal à ce terme plus à 
tous ceux qui font au dejfus de lui : c'efl à dire , par exem- 
ple , que ft l'on multiplie le terme lob de la cinquième cel- 
lule du troifiéme rang perpendiculaire par 5 - 4“3 — 2 = 6, 
& qu’on divife le produit par 3,0/» aura 20b pour la fom- 
me du terme lOb , & de tout les autres 6b, 3b, ib, qui 
font au defftts de lui : 

11 cft viTible que cette propriété fe rencontre dans le pre- 
mier rang perpendiculaire où toutes les cellules renferment la 



même valeur ih , excepté la première dans laquelle la let- 
tre b t)C {e rencontre point . Or de rela feul l’on prouvera 
comme l’on vient de faire dans le Lemmc precedent à l’égard 
des termes qui font multiples de, 4 , qu’elle fe doit rencon» 
trer dans le lêcond rang perpendiculaire , dans le troifiéme , 
dans le quatrième , & ainfi dans tous les autres à l’infini . 
D’où l’on conclura que fi n defigne l’expofant d’un rang pa- 
rallèle quelconque autre que le premier; la fuite ib, ^ 6 , 

nr r a ^ > “T ^ T * “ ^ > -T“ ^ T ^ “7“ ^ “ t> t7C ^ 

exprimera par ordre tous les. termes où fe trouve la lettre b 
dans les cellules du rang parallèle dont n ell l’expofant . Ainfi 
fi « = J, la fuite lï, 4&, lo^, aoi, 35/ , &c y expri- 
mera par ordre tous les termes où fe trouve b dans le cin- 
quième rang parallèle. 
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Corollaire. 

468. I L fuit de ces deux derniers Lemmes , que fi l’on ajoute par 
ordre tous les termes de cette fuite à ceux de la precedente , 
on en formera une , , 14 , h , ^4 x \b. 




1 -J-- - 4 J " t " X I 

4 -H ~ - t X 7 X X — - Cÿf, qui exprimera par or- 
dre toutes les cellules du rang parallèle de la Table dont n efi; 
l’expofant . 

D bîi l’on voit que par le moyen de cette fuite , on peut 
trouver tout d’un coup telle cellule qu’on voudra * les expo- 
fans de fon rang parallèle & perpendiculaire étant donnés i 
puifque prenant dans la fuite generale le terme qui répond à 
l’expofant du rang pcipcndiculairc, c’elt à dire, le quatrième 
terme , fi le rang perpendiculaire efi le quatrième , le cin* 
quiéme , s’il efi le cinquième &c , & mettant dans ce terme 
à la place de n l’expofant du rang parallèle , on aura la cellu* 
le que l’on cherche . Que l’on demande , par exemple , la cin- 
quième cellule du quatrième rang perpendiculaire ayant mis 
dans le quatrième terme 4 -t- x y x - t — > à la place 

de n l’expofant 5 du rang parallèle de la cellule on trouvera 
4-t-fbx 15 , c’efi à-dire , is4*t- lob pour cette cellule; 
& il en efi ainfi de toutes les autres . 



LEMMEIV. 

4 ^ 9 *a 3 / fon fait a == a b = i dant le quarrd de cellules de 
F article 464, on le changera en celui ci \ duquel je du que le 
premier rang parallèle contient de fuite le premier terme de tous 
les rangs perpendiculaires de la Tahle de l'article 443 ; le /<r- 
cond rang parallèle^ les féconds termes i le troifUme rang^ les 
troifiémes termes s Ù ainfi de fuite à linfui. 
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Cela eft une fuite naturelle de l'article 44J , & de la for- 
mation du quatre de cellules de l’article 464 , expliquée dans 
ce même article & dans le fuivant 46 y. 

Co ROI. L aire* 

l*on fait ^ = 1 & 4 = 2 dans la fuite generale de l’arti- 
cle 468. b ^ b ^ fc x f , ^ ^ R 

i X - ^7* -> ^ ^ X 7 X X — t’— &c ; on la chan- 
gera en cette autre i , x 7 , x 7 x 

— ^ X X — ^ X &c , par le moyen de laquelle on 

trouvera tout d’un coup le cocficicnt de tel terme qu’on vou- 
dra de la Table de l’article 443 , fon rang perpendiculaire & 
le quantième qu’il y occupe étant donnés. Voici la réglé. 

On prendra dans cette fuite le terme qui répond au rang 
perpendiculaire donné , c’eft-à-dire le troificme , fi c’eft le 
troifiéme rang j le quatrième , fi c’eft le quatrième &c j & 
ayant mis dans ce terme à la place de n le nombre qui expofe 
le quantième du terme dans fon rang perpendiculaire , c’eft-à-; 
dire 4 sll eft le quatrième , 5 , s’il eft le cid^uième &c , on 
aura le coeficient qu’on cherche . Si l’on demande , par exem» 
pie , le cœhcient du quatrième terme 14;^ du troifiéme rang 
perpendiculaire; on mettra dans le troifiéme terme x 
la place de » le nombre 4 , & l'on aura 14 pour le coëficienC 
cherché . 

Car l’expofant du rang perpendiculaire du coêfident pris 
dans la Table de l'article 44 J , eft le même que l’expofant du 
rang perpendiculaire du quarré de cellules de l’article précè- 
dent ; a le quantième que ce coeficient occupe dans fon rang 

Bbh ij 
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pcrp3r.diculaire , eft l’cxpolànt du rang parallèle du quarré de 
cellules . D’où l’on voit que cette règle n’eft qu’une applica- 
tion de celle de l’article 468, à ce cas particulier ou d 2 

7 

L E M M E V. 

l'on met \ à la place de b dam U quarré de cellulet de 
/ l'article 46 q. t on le changea en celui-ci , dont je dis que les 

rangs perpendiculaires contiennent par ordre tous les nombres 
qu'on appelle Figurés : ff avoir k premier rat^ les nombres 
du premier ordre qui font les unités , le fécond rang les nom- 
bres naturels ou du fécond ordre qui fe forment par P addition 
continuelle des unités, le troifiéme rang les nombres triangulai- 
res ou du troifséme ordre qui fe forment par l’addition conti- 
nuelle des naturels , le quatrième les nombres psramidaux ou 
du quatrième ordre qui fe fùrsmns par f addstion continuelle 
des triangulaires f (îr ainfi à l'infini. 
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Car félon le même article 464 , chaque cellule ell égale à 
celle qui cft a gauche , plus à tnnt« antree qui font aU 
deflùs. 

M. Pafchal a fait un Traité qui a pour titre Triangle Arith- 
medqoe, dans lequel il confidere les propriétés de ces nombre^ 
& fait voir qu’ils font d’un très-grand ufage dans pluûeurs 
quefUons d’Ârithnietique. 
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Corollaire. 

Si l*on feit <i = I & i = I dans la fuite generale de l’artî- 

CIC468. b, a 7 > <*■<* — T » 

h X \ x — ir^ X — &c > on changera 
en cette autre i , » , -7 x , v , t ^ 

*^* X X — ^ - &c , qui fervira à trouver tout d’un 
coup tel nombre figuré qu’on voudra , fon ordre étant donné 
avec le quantième qu’il y occupe . Voici comment . 

On prendra dans cette derniere fuite le terme qui répond à 
l’ordre donné , c’eft-à-dire , le troilîéme , û c’eft le troifîéme 
ordre , le quatrième , fi c’efl le quatrième ordre &c; & ayant 
mis à la place de » le nombre qui expofe le quantième du 
nombre figure , c’eft-à-dire 4 , s’il doit être le quatrième , 5 , 
s'il doit être le cinquième &c , on aura ce nombre. Qu’il fail- 
le , par exemple , trouver le einqnièmA nombre du, quatriè- 
me ordre ; je mets dans le quatrième terme t x x 
de la fuite à la place de o le nombre 5 , & j’ai 35 pour le 
nombre cherché. 

Ceci n’eft autre chofe que l’application de la réglé de l’artî-' 
de 468. à cc cas particulier. 

, P R O B L E s M R I. 

473- propofé de trouver une fuite generale , qui exprime par 

ordre tous les termes £tm rang parallèle quelconque de la Ta- 
ble de la divifton des arcs de l'article 443. 

Oimitifl I(* MTûrjeinc icuiic d’un rang perpendiculairè quel- 
conque de cette Table , répond toujours au premier du rang 
qui eft à droit ; il s’enfuit que fi m i exprime en general 
l’expofant du rang parallèle , il faudra trouver dans le premier 
rang perpendiculaire , le coëficieot du terme dont le quantiè- 
me eft m >t- I ; dans le deuxième, le coëficient du terme dont 
le quantième eflMH-i — zoum — i; dans le troifîéme , 
le coefteient du terme dont le quantième eft m — i — z ou 
m — 3 ) & ainfi de fuite en diminuant toujours de z le quan- 
tième du terme , à mefure que le rang perpendiculaire avan- 
ce vers la droite. Il faudra donc félon h réglé de l’ardcle 470.' 
mettre dans le fécond terme à la place de n le nombre 
m-r-.i ’, dans le troiûémç terme x i à la place de « le 

Bbb iij 
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nombre m — 3 , dans le quatrième terme 






à la 

place de n le nombre m — y ; dans le cinquième — ^ x i x 
X à la place de » le nombre m — 7 ; &c : ce qiri 



donnera pour la fuite des coëficicns i , m 



s X -=i. 



♦ ^ 






^ 2 SC 

> a ^ 1 > I 

, &c. Or comme 



les lignes des termes d’un rang parallèle quelconque de la Ta- 
ble font toujours alternatifs > & que le premier terme eft 
toujours l’inconnue x élevée à une puiflance dont l'expofant eft 
moindre d’une unité que celui du rang parallèle ; & que tous 
les autres termes renferment des puiflances de x dont les expo- 
fans diminuent continuellement de z, en obfervant que x’’z= i : 
il s’enfuit qu’on aura x" — mx”‘~* 7 x 



«rJ. 



x”~‘ = X 



X 



—4 

&c , 



7 X 



pour l’expreftion generale du rang parallèle de la Table , dont 
l’expolânt eft 1» i , Ce qui étoit propofé . 

Lorfqu’on a les premiers termes de ces fortes fuite*, il eft 
fecile d’obferver la loy qui y régné par tout , & qui fert à les 
continuer autant que l’on veut . Si l’on fuppofe , par exemple , 
dans celle-ci , que r exprime le quantième du terme dont on 
veut avoir le coëficient ; il fera exprimé par la fraéfion gene- 
rale — ^ -l y " ~ *''• en obfervant que le 

numérateur dSc le dénominateur doivent avoir chacun autant 
de termes > que le nombre r — i contient d’unités , Ainfi fi 
r = 5 , on aura pour le coëficient du cinquième terme , la 

fraèlion : a r = 4 > on aura 



•• X 



4 A J X » X » 
I — 4 X » — 4 



Il faut remarquer que le nombic Jes icrmi>c rett^ fuite 
eft toujours déterminé , de forte qu’il eft égal à la plus gran- 
de moitié de l’expofant du rang parallèle qu’elle exprime , 
lorfquc cet expofant eft impair, & à fa moitié au jufte lort 
qu’il eft pair . Ainfi elle n’a que trois termes > lorfqu’elle ex- 
prime le cinquième ou le fixiéme rang parallèle , elle n’en a 
que quatre , lorfqu’elle exprime le feptiénie ou le huitième 
rang parallèle , &c. 



Problesme il 

474 -' propofé de trouver une fuite generale ^ui exprimé par or- 
dre tout 1 er termes de tel rang parallèle qu’on voudra , de la 
Table de rinfeription des poUgones regulierf de [artitle 457. 
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Comme le fécond terme de chaque rang perpendiculaire ré- 
pond au premier de celui qui eft à droit , il s’enfuit * que fi 
w -H 1 efi l’cxpofant d’un rang parallèle quelconque de cette 
Table les coëficiens des quatre premiers termes de ce rang 
feront I, i,w — i|»» — coëficient du cinquième 
terme fera le nombre triangulaire dont le quantième eft m — 3, 
c’eft à dire * x ; celui du fixiéme ran^ fera le ' | 

nombre triangulaire dont le quantième eft w — 4 , ceft à di- ; 

re -«■— » X ; celui du feptiéme terme fera le nombre pi- j 

ramidal dont le quantième eft w — j , c'eft à dire x . 

X ; celui de huitième terme fera le nombre pira- 
midal dont le quantième eft m — i^’eft-à-dire , x 
X ; celui du neuvième terme fera le nombre du 
cinquième ordre dont le quantième eft m — 7 ^ c’eft-à-dire 
"»-7 X X i & ainfi à l’infini . Si donc 

l’on joint à ces cocliciens les puiflanccs de x. qu’ils affcdlent , 
en faifant précéder le fécond & le troifiéme terme du fi- • *• 

«ne , le quatrième & le cinquième du figne -h, le fixié- 

me & le feptiéme du figne — , & ainfi alterrativetnent de 
deux en deux > on aura cette fuite generale x ^ 



m — 


I ■ 


m— 4 


^ » — î . 
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A ^ 


— 5 




X 


i . 



m — 2 7 ."'“’ 






1 



Ty# 1 

l’on doit obferver de ne prendre qu’autant de termes que le 
nombre r» 1 contient d’unitès. 



ProblesmeIII. 

47 S- y * ROUVER une fuite generale , qui exprime par ordre , les 
ccéfictens Je tous les termes , de tel rang parallèle quon vou- 
dra , de la Table de l'article 460 ; ou ( ce qui eji la mime 
çbofe ) dune puiffance quelconque du binôme x y. 

Soit en general m l’expofant d’un rang parallèle quelcon- 
que de cette Table, il eft clair que les coëficiens des deux 
premiers termes de ce rang feront toujours * i , w» j comme 
le fécond terme de chaque rang perpendiculaire à commen- 
cer par le fécond , répond au premier terme du rang qui eft: 
à droit , il s’enfuit que le coëâcieot du tioifiéme tenue du 
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rang parallèle fera * le nombre triangulaire dont le quantié- 
* Art. AU. me eÜ CT — I , c’eft-à-dire * x 2 ; que celui du qua- 
tricme terme fera le nombre piramidal dont le quantième eft 
in — 2, c’cft.à-dire -2.-^ x x =; que celui du cin- 

quième terme fera le nombre du cinquième ordre dont le 
quantième eft m — 3, c’eft-à-dire x x -2-' x =• 
& ainft à l’inftni . On aura donc pour la fuite generale qu’on 
demande i, w, = x , = x x , = x x 



Corollaire. 

476. J)e LA il fuit que^pîp7^= x" 

fft yt m T V fM — a • ^ v w «« 






». X >» - 1 X »- 1 . ».X>.-IX».-»X»-I . 

'X»X1 / >X>XiX1 ^ 

— "X».--X».— «X».— }X»» — 4 s -_5 ^ 



1-4 



Problesme IV. 

477 ' y* HOU VE R ttne équation generale qui ferve â divijer un 
arc de cerde donné AR , en autant de partiet égales qu'on ' 
voudra . 



PREMIERE MaNIE'RE. 



Pic.cclxxii Soit en general ct le nombre des parties égales , l’arc AD 
la première de ces parties j foh tiré le diamètre AB , & les 
cordes BD ^ BR -, & lôit le rayon CA ou CB =z i , la corde 

■ * 



471 - 



‘Art. 4 A 4 - donnée BU = d, la corde cherchée BD = et. On aura 






" X » 

ix» 



J m 



t — ». -» 

ÎX*X» ^ 



•*- ” ^ ” ~4 ri x^x'j ^ &c , ( fçavoir •»« d forfque Tare 
donné AÆ eft moindre que la demie circonférence , & — a 
lorfqu’il eft plus grand ) pour l’équation generale qu’on de- 
mande; de laquelle il ne faut prendre qu’autant de termes , 
que la moitié du nombre m lorfqu’il eft pair, ou fa plus 
grande moitié lorfqu’il eft impair contient d’unités ; parce 
que le terme qui fuivroit feroit nul ou zéro . 

Si tn — 5, il vient H^d ■=■ x' — <^x\ fi ct = 7, 

on trouve ^a-=.x^ — h- — -jx . 



Seconde 
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Seconde Manie' re. 

Soit tiré le diametre AB , & les cordes BR , AR , BD, AD, 
qui ccrmiDCnt Tare donné AR , & l’are cherché AD . Soit m 
le nombre des parties égales , le diametre AS = i » les cordes 
données BR = a, AR = hiôc les cordes inconnues BD =x, 

AD =y. On aura * ces deux égalités generales = x" *Art.^ 6 i. 
» X «» — » x*-* H- » xw— yt *•“* &c 

•X»” tx*X>X4 ^ * 

h ^ ^ y 

^ - ~ -7 x ” ~ V ' &c, dans lefquelles 

mettant à la place de /» , le nombre de parties égales dans 
lefqnelles l’arc AR doit être divifé , il en vient deux autres 
particulières, dont la rclblution fournit la valeur cherchée de 
la corde BD (x) ou AD (y), après avoir fait évanoüir l’in- 
connue ^ ou X, par le moyen de l’équation yy ^ i — xx 

ou XX — t. -- yy„ 

Soit par exemple ta = y. On aura a — x^ ^ ziyyx^ 

— 7/^ ^ = yy>‘* — 3 2 1/ XA? — , 

fie l’on achèvera le relie comme dans l’article 4^^ « ^ 



ProblesmeY* 

478. y * RÛUVER une équation generale , qui ferve à inferire dam Fig. cclxxx. 
un cercle donné ^ un poUgone régulier quelconque ADEFGHK 
&c 

Soit tiré le diametre AB , & la corde BD qui terminent le 
premier côté du poligone; foit le rayon donné CA ou CB = t, 
la corde inconnue BD — x.t & general m la plus petite 
moitié du nombre des côtés du poligone , que je fuppofe être 
impair. On aura* 0 = ^’* — 2;"“* — m — iiç,"’’* 

' , 474 * 






m-j «-J 474* 
~ ^ • 

-—4 ^^->7 



X — 7 - X X &c, pour l'équation 

generale qu’on demande > de laquelle il ne faut prendre qu’au- 
tant de termes que le nombre w -4- i contient d’unités , parce 
que celui qui fuivroit lêroit nul ou zéro. 

Soit par exemple 7 le nombre des côtés du poligone à inlcri- 

Ccc 
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rc , on aura w = 3 , & partant 0 = — zx,-^ i , 

dont la plus grande racine z exprimera la corde £D ; qui ter- 
mine l'arc AD , qui a pour corde le premier côté AD du po- 
ligone. De même fi le nombre des côtés efi ii , on aura m 
= 5 ; & par confequent l'équation generale devient 0 = *» 
— Z* — 4:;:^ 3^2 •+• Zzz H- 3:^. —r I , dont la pins gran- 

de des racines cft z = BD . 

ProblesmeVI. 

479. un àngle donné en un nombre quehonque iuh 

F1G.CCLXXX1. fdtr de parties egssles > par le moyen d'un ihprument. 
ccLxxxir, i“. Soit propofé de divifcr l'angle donné ECF en trois 
parties égales . Il faut avoir un rhombe ABCD , dont les 
quatre côtés foient mobiles autour de les quatre angles , 
& duquel les deux côtés AB , AD , foient indéfiniment 
prolongés vers X & Z j attacher l’angle C du rhombe , 
dans le femmet C de l'angle donné ECF ; marquer fur les 
côte's CE, CF , les points £, F% en forte que CE & CF 
foient égales chacune au côté CB ou CD ou DA ou AB du 
rhombe. Ccfei fait , il faut ouvrir ou refferrer les côtés 
AX , AZ, de l’angle BAD , en forte qu’ils paflènt parles 
points E , F \ S<. l’angle BAD fera la troifiéme partie de 
l’angle ECF. 

Car les triangles ABC , BCE , étant ifofcelles , l’angle 
extérne CBE , ou fen égal CEB | qui vaut les deux inter- 
nes oppolés BAC , BCA , fera double de l’angle BAC j & 
dans le triangle ECA; l’angle externe £Cf; qui vaut l’an- 
gle CEA plus l’angle BAC, fera triple de l’angle On 
démontrera de même que l’angle £CT cft triple de l’angle 
DAC . D’où il fuit que l’angle donné ECF cft triple de 
l’angle BAD. Ce qù H fallait &c. 

Fie cctxxxm. propofé de divifer l’angle donné HCK , en cinq 

ccLxxxiv. parties égales . On attachera dans l’angle C du rhombe 
ABCD de l’inftrument precedent , un autre rhombe CEGF , 
dont les côtés feront égaux à ceux 'du premier & mobi- 
les auflî autour de leurs angles . On fichera l’angle G de 
ce dernier rhombe , dans le fommet G de l’angle donné 
HGK i & ayant pris fur les côtés de cet angle les parties 
CH , GK , égales chacune au cô:é GE de l’un des rhom- 
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beSf on ouvrira ou fermera l’angle X^ÎZ mobile autour du 
point A, en forte qnc fes côtés AX , AZ, , touchent les 
angles E ; F t 6c pafiTent en même temps par les points 
marqués H, K. Je dis que l’angle XAZ ou B AD fera la 
cinquième partie cherchée de l’angle donné HGK. 

Car ayant mené dans le rhombe ABCD la diagonale 
AC , prolongée indéfiniment vers T ; elle paffera par le point 
G , puifque les angles ECT , FCT , étant triples des angles 
égaux BAC, DAC , feront aufli égaux entr’eux. Or dans 
le triangle EGA , l’angle extèrne HEG , qui vaut les deux 
internes oppofés BAC , EGA, ou ECT (à caufe du trian- 
gle ilbfcelle CEG) fera quadruple de l’angle sAC . Et par- 
tant dans le triangle AHG , l'angle externe HgIC, qui vaut 
les deux internes oppofés BAC , GH A ou CE H ( à caufe 
du triangle ifofcelle EGH) fera le quintuple de l’angle BylC. 
On prouvera de même que l’angle KgT fera quintuple de l’an- 
gle DAC , d’oh il eft évident que l’angle entier HGK fera 
quintuple de l’angle entier PylD ou X/4Z. 

S’il falloit divifèr un angle donné en Icpt parties égales , 
il n’y aura qu’à joindre aux deux rhombes precedens , un 
troifiéme rhombe égal & conftruit de la même maniéré » 
6c ainfi de fuite de deux en deux. Car la pratique & la dé- 
monllracion fc fera toûjours de la même maniéré. 

E X E M P L E.^CZV: 

*^I^RoüVER entre deux lignes données a 6c b ^ autant de 
moyennes proportionnelles qu’on voudra. 

Soit l’inconnue x la première des moyennes proportion- 
nelles qu’il efl quellion de trouver ; & l’on aura la pro- 

tSH ** 

greffion géométrique continue a, x, — , — , — , — &c, 

* »â 

de laquelle on prendra le terme dont le quantième furpaflë de 
2 le nombre donné des moyennes proportionnelles, & l'éga- 
lant à la donnée b on formera une égalité , donc la refblution 
fournira la valeur de l’inconnuë x qui eft la première des mo- 
yennes proportionnelles que l’on cherche. 

Qu’il faille , par exemple , trouver deux moyennes pro- 
portionnel l:s. 0.1 prendra dans la progreffion géométrique le 

Ccc ij 
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quatrième terme ~ , qui étant égalé à la ligne i, donnent* 
— aab ; & de même li l’on demande quatre moyennes pro- 
portionnclles , l’on aura = a* b. D où il ell facile de voir 
que fi » marque en general le nombre des moyennes propor> 
tionnelles qu’il faut trouver entre les données a&b , on aura 
z=: a" b pour l’égalité generale qu’il faut refoudre . Or 
cela pofé . 

Soit 1“ ar*^ = a^* h qui feit à trouver ftize moyennes pro- 
portionnelles . Je multiplie les deux membres de cette égalité 
par X*, afind’avoir x” = a'^bx’f dont la plus haute dimen- 
fion ao eft le produit d« tl^nv nombres 4 & 5 qui Ce fuivenc 
immédiatement.* Je prends l’équation x’ = 4* /> ce qui don- 
ne en élevant chaque membre à la puifiànce quatrième x” 
= 4’* y* = 4“ bx > , d’où je tire une autre équation y*=zbx^f 
dont le lieu étant confiruit feparément, donnera par (on in- 
terfeflion avec celui de la fuppofée x’ = a*y , la valeur de 
Finconnuê x. Ou bien je prends l’équation x< =; 4*y, donc 
j’éleve chaque membre à la quatrième puiflance; & les muK 
lipliant enfuire par x , fai xr’’ = a'^y*x = a’* b, d'où je ti- 
re/* X = a* b , dont le lieu étant confiruit fcparément avec 
celui de l’équation x* — a^y^ donnera par fon interfëélioo'la 
valeur cherchée de Imconnuë x. 

Soit 2*. = 4^® b qui fert à trouver trente moyennes pro- 

portionnelles. Je multiplie de part & d’autre par x’, afind’a- 
voir x’* = 4** hx'\ sdont la plus haute dimenfion 36 cft le 
quarré de 6: c’eft pourquoi faifant x* = y , & prenant de 
part & d’autre la fixiéme puiflance , j’ai x*‘ = 4’’ 
à''‘hy'y d’où je tire x‘=fe/ , dont le lieu étant conftruitfepa- 
rément avec celui de l’équation que j’ai prife d’abord x‘ =s 
a^yy donnera par fon interfeélion la valeur de l’inconnue x . 
Ou bien ayant pris comme ci-dcflùs l’équation x* = a'y, jo 
l’éleve à la dnquiéme puiflance, & la multipliant enfuitepar 
X, j’ai X*' = a*’ y* x — î, ce qui donne yx=4* b» 
D’où l’on voit que le lieu de l’équation x*=a*j> , étant con- 
flruit feparément avec le lieu de l’autre équation f x =4’é, 
donnera la refolution de l'égalité propofée x*‘ — b\ de 
forte que l’on peut choifîr entre les deux lieux y* x = éx* • 
ou X = 4* celui qu’on jugera le plus fimple. Il en eft 
ainfi de tous les autres exemples qu’on peut fc former à 
plaifir. 
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Il cft à remarquer que fi la dimenfion de l’inconnue x n’é- 
toit pas un nombre premier , l'égalité propofée fe pourroit 
toûjours abaiffer . Si l’on avoit , par exemple ; = a* b , 

qui fert à trouver huit moyennes proportionnelles } on trouve- 
roit en extrayant de part & d’autre la racine cubique x> 

a* b. Ot afin que le nombre a* b foit un cube , il 
n’y a qu'à trouver une ligne dont le cube x.' = ou ce 
qui cft la même chofe de trouver entre a ÔC h deux mo- 
yennes proportionnelles ; car mettant à la place de aab fa 
valeur 3;,’ , on aura x* =: a* xJ ou x* = 3; , de forte qu’en 

refolvant ces deux égalités ?.’ — /«^A , & enfuite x’ = aax, 
qui ne font que du troifiéme degré, on trouvera la valeur de 
l’inconnue x , qui eft la première des huit moyennes propor- 
tionnelles entre les extrêmes a ôc h . De même fi l’on avoit 
x’* = 4'* h qui fert a trouver treize moyennes proportionnel- 
les , il viendroit en extrayant de part & d’autre la racine 
quarrée =iv^ a'* b . Or afin que b foit un quarré , 
il faut trouver une ligne x. dont le quarré xx.= ^b\ car fubf- 
tituant à la place de ab , le quarré xX. «îans l’égalité propofée,. 
on aura x’* = 4“ XX. ou x’ = 4* « , c’eft pourquoi il n’y au- 
ra qu’à refondre d’abord l’égalité du fécond degré XX~ ab , 
& enfuite celle du feptiéme x'' ^*z. 

On doit encore remarquer que ces fortes d’égalités qui fer- 
vent à trouver des moyennes proportionnelles , & dont la di- 
menfion de rmeonnuë eft un nombre premier, n’ont qu’une ra- 
cine réelle & toutes les autres imaginaires > dont la raifon eft 
qu’il ne peut y avoir qu’une feule ligne qui foit la première des 
moyennes proportionnelles cherchées. 
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JR. E M A R. <^tJ E. 

On peut re/ôudre le Problème precedent par le moyen d’un E'&ccï-’fxxv. 
inftrument géométrique dont la conftruélion eft telle . Soient 
deux lignes indéfinies XT , TZ , mobiles autour du point 
T , en forte qu’elles fe puiÔent ouvrit & fermer . Soit atta- 
chée au point quelconque fixe B du cô:é XT, une perpendi- 
culaire indéfinie BC fur ce côté , laquelle chaffe devant elle 
( pendant que l’angle XTZ s’ouvre ) par le point C où elle ren- 
contre l’autre cô'é TZ , la perpendiculaire indéfinie CD fur ce 
dernier côté » qui chaffe de même par le point D où elle rencon- 

C c c iij 
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tre le cbtéTX , la perpendiculaire indéfinie DE\ qui chafle 
encore de même par le point E où elle rencontre le côté Tz , 
la perpendiculaire indéfinie EF ; qui chaflera par le point F 
où elle rencontre le côté TX, la perpendiculaire FG ; qui chaf. 
le encore par le point G où elle rencontre le côté TZ, la per- 
pendiculaire GH i & ainfi de fuite à l’infini , en augmentant 
autant que l’on voudra le nombre des perpendiculaires fur les 
côtés TX ôc TZ . Cela fait , foit propofe , par exemple , de 
trouver quatre moyennes proportionnelles entre les deux li- 
gnes droites données a&c b. Ayant pris fur le côté Tz la par- 
tie Tg quatrième proportionnelle aux trois lignes a, b , ICB , 
on ouvrira le côté X'T de Undrumcnt , jufqu’à ce que la cin- 
quième perpendiculaire FG (parce qu’il eft queftion de trou- 
ver quatre moyennes proportionnelles ) pafle par le point G j & 
alors les lignes rC, TD^ TE y TF y feront les quatre moyen- 
nes proportionnelles entre les extrêmes TB y TG > & partant 
la quatrième proportionnelle aux trois lignes TB f TC y a fera 
la première des quatre moyennes proportionnelles demandées. 

Car les triangles reèlangles TBC , TCDy TDE, XEF , 
TFGy étant tous femblablesj leurs côtésTB , TC , TD , TE, 
TF y TG, feront en progreflion géométrique continue. Donc &c. 

Il elt clair que pendant que l’angle XTz s'ouvre de plus en 
plus, le point 5 décrit un arc de cercle j & queles inter- 
feflions continuelles i>, F, H, des perpendiculaires CD, 

CHy fur le côté TZ , avec l’autre côté TXy décrivent des li- 
gnes courbes AD , AF , AH, qui fervent à trouver autant 
de moyennes proportionnelles qu’on voudra . Car fi l’on décrit , 
par exemple, du diamètre TE un demi-cercle, il coupera la 
courbe AD en un point D, tel que ÏD ert la fécondé des deux 
moyennes proportionnelles , entre les extrêmes TB ou TA Sc 
TE •, ÔC de même fi l'on décrie un demi cercle du diamètre 
TG y if coupera la ligne courbe AF en un point F, tel que 
TF cfl la dernière des quatre moyennes proportionnelles en- 
tre Ta & TG &c. Sur quoi il efl à propos de remarquer 
que la ligne courbe AD cfi du quatrième degré; la ligne 
courbe AF du huitième ; la courbe AH du feiziéme, &(î 
ce que je prouve ainfi. 

Soient i“, les inconnues & indéterminées TC =x , CD 

y , TD = ^ & la connue TA ou TB = ,. on au- 
ra à caufe des triangles rcéiangles femblables TCD , TBC , 
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cette équation ÏB (a) = -^ f ôc^ caufe du triangle re- 
étangle ÏCD cette autre fy xx — i^z t dans laquelle met- 
tant à la place de * fa valeur ^ trouvée par le moyen de la 
première équation , il vient aayy — x* — aaxx-, ce qui fait"^ ^ r , jy 
voir que la courbe AD eft un lieu du quatrième degré . Soient j*' ^ 

a®, les inconnues & indéterminées ÎE x , BF ■== y ^ TFJ ^ V 

, & la connue ïA ou ÏB = a ; on aura à caufe des / 
triangles reétangles fcmblables BFF , ïïD , ÏDC , fCB , n ^ ^ 

cette équation ïB (a) = ~ , & à caufe du triangle re - ^ 
élangle ÏBF cette autre •*^xx= zz, dans laquelle faifant ^ ^ 
évanoüir l’inconnue z par le mnypn la première équation , 

& ôtant les incommenfurablcs , on trouve aay* ^aaxxy* 

H- ^aax*yy «+- aax* = x* > d’ob l’on voit que la courbe AF 
eft un lieu du huitième degré. On prouvera demêmeque 
la courbe' /4é/ eft un lieu du feizieme degré, &c. 

Maintenant puilque félon l’exemple on peut trouver deux* 
moyennes proportionnelles, en n’employant que deux lignes^ ‘0 
du fécond degré ; quatre moyennes proportiônnelles , en fe - v- - 
fervant du lieu du fécond degré , & d’un autre du troifié- 
me > au lieu qu’ici il faut dans le premier cas un lieu du 
quatrième , qui eft la ligne AD ; & un lieu du fécond qui 
eft le cercle ÏDE j & dans le fécond un lieu du huitième , 
fçavoir; la ligne courbe AF ^ Sx. un lieu du fécond, fça- 
voirie cercle ÏFG : il s’enfuit que ces lignes courbes 
AF ^ AH f font beaucoup trop compofées pour refbudre ce 
Problème . Cependant la facilité de la condruélion & de la 
demonftration , récompenfe en quelque forte ce défaut. 
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